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AVAlNT^PROPOS 



Dans le cours que j'ai professé au Collège de Fi^ance^ pendant les 
années i898"=1899 et 1899-1900 {'), et dont diverses circonstances 
ont retardé la publication^ je me suis proposé principalement de 
rechercher comment s'exerce rinfluence des conditions aux limites 
sur le mouYemeni des fluides. 

S'il s'agit des liquides^ la question revient à un problème analo-- 
gue à celui de Dirichlet^ \e problème de Nenmann (') qui fait l'objet 
du premier Chapitre de cet ouvrage» La théorie des fondions liar-- 
moniques a subi^ dans ces derniers temps^ d'importants perfection- 
nements dont la plupart ne se raltacliaient que de loin à mon sujet; 
j'ai utilise^ en les empruntant à un mémoire de xW, Stekloff3 ceux 
qui intéressent directement le problème de iNeumann. 



(') Les Gliapitres I à IV correspondent sensiblement au cours de I8y8«»i899j 
et les Chapitres V-Yll. à celui de 1899-1000. J'ai toutefois rajouté à l'impres- 
sion la discussion de la îi.étliode de .Xeumann d'après M. Stekloft (N<^" 1*$- 
III), les conditions ne'cessaires pour le minimum du potentiel élastique 
1N« 270) et il" s notes finales. 

(-) C'est du moins, la dénomination que j'ai adoptée dans le texte, aTtC 
M. SleklofT. Dans les récents travaux relatifs aux fonctions harmoniques, qui 
ont paru pendant l'impression du présenl ouvrage cette même dénomination 
est employée nvec un sens tout dilTérent. il y auiait donc lieu de la modifier^ 
d'autant plus que, si Fr. et C. Neumann ont reconnu Fimpor tance du pro-= 
hlème en question, la priorité, au moins en ce qui regarde la publication 
imprimée, paraît revenir à Bjerknes et à Diui. 
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AVANT- PROPOS 



Dans le cas dos gaz^ on esl^ au contraire, conduit à la théorie 
d'Ougoniotj sur laquelle Fattenlion a été attirée depuis quelques 
années^ grâce aux leçons à.' Hydrodynamique ^ Elasticité et Acoiis-- 
tique de M. Duliem. 

Pour rendre tous les services que la Mécanique peut en allendre^ 
cette théorie^ "— môme telle que la développent les Mémoires Sur la 
propayation du mouvement dans les corps (Journal de TJ^'oole 
Polytechnique, tome XXXlIIj cah» 57-59) , où la notion de compa- 
tibilité est mieux dégagée que dans le Mémoire du Journal de 
Liouville^ — m'a paru réclamer quelques compléments , C/est ainsi 
que j'ai dû mettre en évidence les faits d'ordre purement cinéma- 
tique en les séparant de ceux qui dépendent des propriétés dyna- 
miques du mouvement» Moyennant cette distinction^ ainsi qu'on 
devait s'y attendre, beaucoup de points de vue s'éclaircissent. Grâce 
à elle, en particulier^ une représentation géométrique apparaît im- 
médiatement. Celle-ci, à son tour^ permet de rendre plus étroite 
l'analogie qui existe entre les ondes telles que les conçoit Hugoniot 
et celles que considère la mécanique vibratoire. 

Eafin, il y avait lieu de rapprocher^de la théorie d'Hugoniot celle 
des caractéristiques des équations à plus de deux variables indé^- 
pendantes qui en est Fexpression analytique et dont J. BeudoUj 
avant sa mort cruellement prématurée^ a pu poser les fondements. 

La résolution du problème de Cauchy pour les équations linéai- 
res, suivant la voie ouverte par Kirchhoff, se relie d'une manière 
directe à la notion de caractéristiqueet se plaçait naturellement après 
elle. Je n'ai toutefois pas développé dans tous ses détails une théorie 
qui^ malgré les importants travaux publiés depuis Tépoque où ce 
Cours a été professé^ n^est pas encore parvenue à sa forme défini- 
tive» 

Au reslCj par sa nature même, un exposé comme celui dont j'ai 
essayé de définir ainsi Fobjet et qui^ à la rigueur^ comprendrait 
toute la m.écanlque des milieux continus, ne saurait ^ètre complet^ 
et je n'ai pas eu la prétention de FètrOo 
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AVANT -PROPOS IX 

Je tiens à remercier ici M. Guadet, ancien élève de l'Ecole Pol}"- 
technique, dont la collaboralion m'a été très précieuse. Je lui dois 
en grande partie la rédaction des deux premiers Chapitres, dont il a 
également perfectionné certaines démonstrations. Je suis très heu- 
reux d'ailleurs d'exprimer ma reconnaissance à tous mes auditeurs 
du Collège de France, dont l'aide complaisante a facilité à bien des 
égards la publication de ces leçons. 

J. Had.amard. 
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ERRATA 



Au lieu de : 



Lire : 



Page 25, ligne 7 en remon- f^ 
tant 



/ I H^^ = / / P^^^T^^ / / Po^^S = / pdS>y^O 



Page 26, avant-dernière 
formule, au second mem- 
bre 

Page28, ligne 13 (formule). 

Page 35, ligne 3 (formule). 



da 
AiB'j — A/Bj 



A.B'y - A',B.- 



Page 49, formule (45) . . I A^(V,W)cZS + 



j i,(V,WMS+ fw^ftS 



-kff< 



F^S 



YdS 



W)cZS 



+ /wg.. 



WAsVcfS 



Id., ligne 10 en remontant. régulière et non nulle 

Page 57, ligne 9 . . . . hermonique 
Page 77, ligne 4 en remon- 

^^^^ les initiales devenues 

Page 8^, note Journal de VEcole Poly- 
technique, tome XXXIX 
Page 101, ligne seconde à 

partir de la formule (47). ^JP 8^ ôcp 82^ ôj 82£ 



^y 6^^ 



^y St^ 



régulière et non constante 
harmonique 

les indices devenus 

tome XXXIIl 



^ 0^2 + 53/ 6f2 + 5^ 3^2 
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ERRATA 



Page 102, ligne 3^, en re- 
montant 



Au lieu de : 



8/ 



Lire 



Page 129, dernière ligne . 




.. 


• '' Vzt^- > rz 


Page 130, formule (4) . 


t 


+ 


t)(pw) ^{pv) ^(ptv) 


Pages 132 et 133, passim 
Page 133, formule (8) . 
Page 144, ligne 11 en re 






(5') 


montant 

Page 158, ligne 5. . . 

Page 163, formule (32) . 






(2) 
D, B', B, G, A 

iàz ^^^ 


Page 170, formule (53). 
Page 172, ligne 7. . . 


. sans doute quelques diffi- 
cultés 






dt 

= Z — 



1 ^p 



QP Mpu) , ^ (pv) . 'à (pia) 
ôt "^ ô^ "T" 02/ + ~ô7~ 

(5) 
bT 

(2') 
D, B', B, - C, A 

/cy _ ^\ 

J V/Z2 (^ _ ^') (T, _ 'V) 

en g'*^néral des difficultés : 
nous le rencontrerons au 
§ 3, nos 194 et suiv. dans 
un cas particulier. 
Id., ligne 10 le long dé z ^^ ^^^^ ^^^^^^ ^ 

Page 187, avanl-dernière 

ligne ^"® ^®^^^ discontinuité ^^q telle continuité 

Page 190, ligne 9 en re- 
montant ...... second second ordre 

Page 202, ligne 16 . . . ^i ^^3 Hi, Hg 

Page 205, ligne 8. . . . (66) ^qq') 

Page 225, troisième for- 

mu^e (1) ÔT^ ^ 

Page 233, ligne 16 ... ^ |' 

Page 239, ligne 13 (for- 
mule) ....... ^loc -f ViP + ^lï t^^a + ViP + w;iT- 

Page 230, ligne 14 . . , les valeurs (14) les valeurs (25) 

Page 270, ligne 7 en re- 

'»°"'a»t -t-^i l~Sr-^^« 

Page 286, ligne 3 en re- 
montant ...... Nous retrouvons donc les ^q^is retrouverons doncj si 

mêmes conclusions jlo^'— ^JId' ïi'est pas nul, 

Page 287, ligne 6, en re- les mêmes conclusions 

montant dont la portion représentée dont la positionfc^,'\résentée 

Page 297, ligne 10 en re- ^^ ^^ 

montant , La condition ~ — La condition ^ ^ 

^Pnn^i bPnn^ 1 

Id., ligne 6 en remontant. une nouvelle condition de nouvelles conditions 

Page 314, note. .... L'évanouissement simul- L'évanouissement simultané 

tanée 
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ERRATA : 

Au lieu de : Lire : 

Page 316, 6^ ligne de la 

note Optik Optîk 

Page 319, ligne 11 ... Il f^^, ... X2, ^n) Il {x.^, œ^ ..., oCn) 
Page 331, ligne 11 en re- 
montant ...... ou de leurs dérivés ou de leurs dérivées 

Page 336, dernière ligne. a, b, c a, b, c 
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CHAPITRE PREMIER 



LE DEUXIÈME PROBLÈME AUX LUMITES DE LA THÉORIE 
DES FONCTIONS HARMONIQUES (1) 



§ 1. - PROPRIÉTÉS CLASSIQUES DES FONGTIOiNS HARMONIQUES 



!• — On sait qu'une fonction V est dite harmonique dans un domaine 
D si, pour tous les points intérieurs à D, elle même et ses dérivées des deux 
premiers ordres ont des valeurs déterminées et si de plus 

1^ elle satisfait à Téquation AV = ; 

2° dans le cas où le domaine D est illimité, elle est régulière à l'infini, 
c'est-à-dire qu'elle se comporte comme un potentiel et ses dérivées, comme 
les dérivées d'un potentiel. 

Sont harmoniques, en dehors des masses attirantes : 

1° les potentiels de distributions spatiales 



■— dx dy dz 

r -^ 



(ij Voir entre autres : Bjerknes, Sur le mouvement sim,ultané des corps, Act. 
Soc. Se. Christiania, 1868-1871 ; Dini, SulV Equazione M^u = 0, Annali cli Mate- 
matica, série II, tome 5; 1871 ; Betti, Principii dell Idrodinamica razîonale, Mem, 
Ac. Se. Bologne, tomes 1-5, 187i-lS74; C. Neumann, TJntersuchungen ûber das 
Logarithmische und Newton'^sGhe Potential, Leipzig, 1877; Fr. Neumann, Potential 
und Kugelfunctionen, édité par G. Neumann, Leipz. 1887 ; Stekloff, C. R. Ac. 
Se, passim ; Les Méthodes générales pour résoudre les problèmes fondamentauos 
de la Physique mathématique, Ann. Fac. Se, Toulouse, 2° série, tome II, et un 
autre ouvrag-e (en russe) de même titre, Kharkow ; 1901 ; Poincaré, passim, etc. 

Hadamard 1 
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CHAPITRE T 

2^ les potentiels de simples couches 




r 



3^ les potentiels de doubles couches 




fonctions du point M dans lesquelles U désigne une fonction de Télément 
d'intégration appelée densité on épaisseur, 

A la seule condition que Tépaisseur U soit partout finie, ces potentiels 
sont partout finis et continus ainsi que leurs dérivées premières, excepté, 
s'il s'agit de potentiels superficiels, sur la surface qui les porte : sur celle-ci 
il y a discontinuité pour le potentiel de double couche et pour les dérivées 
premières du potentiel de simple couche : les intégrales qui représentent 
soit la première de ces fonctions, soit la dérivée normale de la seconde 
subissent deux augmentations brusques égales à 211:11 lorsqu'on passe d'un 
point pris dans le voisinage de la surface et du côté de la normale positive 
à un point pris sur la surface, puis lorsqu'on passe de ce dernier à un 
point pris dans le voisinage de l'autre côté. Les dérivées tangentielles du 
potentiel de simple couche, au contraire, restent continues. La dérivée 
normale du potentiel de double couche reste également continue sous cer- 
taines conditions de continuité de l'épaisseur U, lesquelles sont, en parti- 
culier, vérifiées si U a, sur la surface des dérivées premières et secondes (^). 

Si V est une fonction harmonique, dans un domaine, on a, en dési- 
gnant par r le rayon vecteur issu d'un point quelconque de la surface 
limite et aboutissant au point A : 

\ ( . 

1 ^y \ y 0, si A est extérieur au domaine. 

j I Va si A est intérieur. 

Cette formule exprime la valeur de V en A en fonction de ses valeurs et 



(1) Voir, par exemple, Liapounofï : Sur les potentiels de double couche, Kiiarkow, 
1897"; et Sur certaines questions qui se rattachent au problème de Dirichht, Jour- 
nal de Mathématiques, 1898. 
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PROBLEME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 3 

de celle de sa dérivée normale sur une surface quelconque entourant ce 
point, et cela sous forme d'une somme de potentiels de simple et dédouble 
couche. 

On en conclut qu'une fonction harmonique dans un domaine : 

J° est analytique^ c'est-à-dire développable en série de Taylor autour de 
tout point intérieur au domaine ; 

2° ne peut avoir ni maximum ni minimum en un point intérieur. 

La première de ces deux propriétés peut encore s'énoncer sous la forme 
suivante : 

Si deux fonctions harmoniques V^ et \^ sont définies dans deux domaines 
D^ et D2 extérieurs l'un à Tautre, mais ayant une frontière commune 2 ; si 

leurs valeurs V^ et V2 ainsi que celles de leurs dérivées normales -^ et --t— 

(celles-ci comptées toutes les deux dans le même sens) sont les mêmes 
sur 2, V^ et V2, sont le prolongement analytique Tune de l'autre. 

La seconde ee généralise en ce sens que non seulement une fonction har- 
monique ne peut avoir ni maximum ni minimum, mais que étant données 
les limites extrêmes L et U de cette fonction sur une surface fermée, on 
peut trouver, pour la différence des valeurs qu'elle prend en deux points 
donnés situés à l'intérieur de cette surface, une limite supérieure qui est 
une fraction déterminée de L^ — L. L'une des conséquences de celte 
remarque est le théorème de jHarnack, d'après lequel : 

1° Une série dont les termes sont des fonctions harmoniques et positives 
dans un domaine D ne peut être convergente en un point intérieur à ce 
domaine sans être uniformément convergente et harmonique ainsi que les 
séries dérivées, dans tout domaine intérieur à D ; 

2° Une série de fonctions harmoniques uniformément convergente sur la 
frontière d'un domaine est d'ailleurs uniformément convergente et harmo- 
nique dans tout ce domaine. 

^* — La notion de fonction harmonique peut s'appliquer à un nombre 
quelconque de variables. Dans le plan, on sait que toute fonction harmo- 
nique est la partie réelle d'une fonction synectique de la variable ima- 
ginaire z ^=^x -\~ iy^ et réciproquement. Soit V la fonction harmonique, 
Y 4_ ^W la fonction synectique : W est une autre fonction harmonique, 
qui sera dite conjuguée de V. On a : 

dV _dV[^ 
ds dn ' 
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CHAPITRE I 



OÙ ds est un élément d'arc quelconque, dn un élément d'arc normal au 
premier et positif à gauche. On en tire : 




' dn f dn 



^-f'. 



Une fonction conjuguée est donc déterminée à une constante près. V étant 
uniforme, W ne le sera que si 



/ 



-~- ds = y) 
dn 



le long du ou de l'ensemble des contours limites. 

La fonction qui joue, dans le plan, le même rôle que - dans l'espace est 

1 

log -. Elle donne naissance à des potentiels (potentiels logarithmiques)^ 

analogues à ceux dont nous venons de parler au n° 1, et qui sont harmo- 
niques dans toute région du plan extérieure aux lignes ou surfaces atti- 
rantes. 

Une fonction harmonique dans le plan est dite règitlière à V infini û 
l'on peut trouver deux constantes M et G telles que l'allure de la fonction 
à l'infini soit celle de 

M log ~ 4- G. 

3* Problèmes aux limites. — On peut se proposer de déterminer une 
fonction V harmonique soit par la connaissance de ses valeurs V sur 

la frontière, soit par celle des valeurs -j- de sa dérivée normale, soit 

d\ — 

par celle des valeurs de -i UN , h étant une quantité positive. Le pre- 
mier de ces problèmes est le problème de Diriehlet : problème intérieur 
quand tout le domaine d'intégration est à distance finie; problème ex- 
térieur quand il s'étend à l'infini en tous sens : dans ce dernier cas, il est 
bien entendu que la fonction doit être régulière à Tinfini. 

Si le problème de Diriehlet a une solution^ il n'en a qu'une, sauf s'il 
s'agit du problème extérieur dans le plan, car alors la condition que deux 
fonctions soient régulières à l'infini n'implique pas que leur différence y soit 
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nulle. Il faudra donc se donner alors Tune des deux constantes M et C. 
On ne peut pas toujours se donner arbitrairement G, mais on peut toujours 
se donner M ; par exemple, s'imposer la condition que M = 0. 

4« — La question relative aux fonctions harmoniques dont la solution 
intéresse le plus l'hydrodynamique n'est pas le problème de Dirichlet, 
mais le deuxième problème aux limites ou prohlè^ne de Neuma7i7i, celui 
dans lequel on donne les valeurs de la dérivée normale. Ce deuxième pro- 
blème aux limites, dont l'étude est beaucoup moins avancée que celle du 
problème de Dirichlet, est celui dont nous allons nous occuper maintenant. 
11 peut être^ comme le premier, intérieur ou extérieur. Dans le premier 
cas, le théorème de Gauss fournit une condition de possibilité 



d\ 

__ o?S =:= dans l'espace, 

an 

(1) 

'dS 

^-y- ds = dans le plan, 

dn ^ 



les intégrales étant prises sur l'ensemble des frontières du domaine. Par 
contre, si le problème est possible, il entre évidemment une constante 
arbitraire addilive dans la solution. 

Dans le cas du problème extérieur, il n'y a pas de condition de possi- 
bilité, et pas de constante arbitraire additive si l'on est dans l'espace, à 
cause de la condition de régularité. Dans le plan, au contraire, la constante 

1 

additive G subsiste. Quant à la constante M du terme M log - , elle est dé- 




terminée par le théorème de Gauss 



i / ^] 

271 / dî 



M = ^^- / -j- ds. 

in 



5. Problèmes g'énéralisés. — On peut encore déterminer une fonction 
U par la condition 

(2) AU = f, 

OÙ /*est une fonction donnée, et par des conditions aux limites semblables 
aux précédentes. 



Hosted by 



Google 



CHAPITRE I 



Les problèmes ainsi posés se ramènent immédiatement aux problèmes 
sur les fonctions harmoniques correspondants. 
Posons en effet 



W étant le potentiel spatial 



Kl J . 



w = ^^ / ~ ^^^y^^' 



On a 



avec 



ou 






dn dyi dn 

Une transformation analogue ferait disparaître, au lieu du second membre 
de l'équation aux dérivées partielles, celui de la condition aux limites. 



§ 2. — LE DEUXIÈME PROBLÈME AUX LIMITES 
EXISTENCE DE LA SOLUTION 

0« — Lord Kelvin a indiqué, pour établir l'existence de la solution du 
deuxième problème aux limites, une méthode analogue à celle qu'adonnée 
Riemann pour le problème de Dirichlet. Cherchons le minimum de Tinté- 
grale 

kJ «y c/ 
pour les fonctions V satisfaisant à l'équation 

(3) K= / / VF6/S 

où K est une constante arbitraire, mais non nulle ; nous désignons par F 
les valeurs données de la dérivée normale sur la surface. 
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Si on suppose la condition de possibilité remplie, soit 



(10 / / FdS = 0, 




I est positif quelle que soit la fonction V et ne s'annule pas si Inéqua- 
tion (3) est vérifiée : en effet I ne peut s'annuler que si V est une conslantej 
ce qui donnerait (en vertu de l'équation (!') ) 

Dès lors on est amené à penser que I a, pour les fonctions V satisfaisant 
à l'équation (3), un minimum positif. Si on suppose, ce [qui n'est pas 
démontré, que ce minimum est réellement atteint pour une fonction V 
particulière, on peut démontrer avec lord Kelvin que cette fonction V 
constitue, à un facteur constant près, une solution du problème aux limites 
proposé. 

Changeons en effet V en V,-}-£W dans i, celle-ci devient 14-8^1 -h 83! -{-... 
où 8„ï représente l'ensemble des termes en £^ dans le développement de l 
effectué suivant les puissances croissantes de e. On doit avoir 

quelle que soit W, pourvu que cette fonction satisfasse à 



(3') 


J 


1 / WFc^S==0. 


Mais 








ffj 


\ôa; ôa; i>y ùy x>z iz / ^ 


=:2e 


"-// 


W^dS— / / WMdxdydz 



] 



Il faut donc que Téquation 



(4) / / W^~c^S4- / / / Vsf^Sdœdydz^^ 
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soit une conséquence de réquation (3')- Prenant d'abord pour W une 
fonction nulle sur la surface et ayant le signe de AV partout ailleurs, on 
voit qu'il faut avoir dans tout le domaine 



AV = 0. 

dn 



dY 
L'équation (4) se réduit dès lors à son premier terme. Elle montre que y- 



doit être proportionnel à F. 

En effet, nous allons voir que, quelle que soit la fonction U, on aura 



//- 



U ^^ dS 

^. ., dn 



dS 



X étant un nombre bien déterminé. Il suffit évidemment de montrer que 
ce rapport est le même pour deux fonctions quelconques U e\ V, Or, 
quelles que soient U et \]\ on peut toujours trouver une constante [i telle 
que U -H fJiU' substituée à W dans l'équation (3') satisfasse à cette équation. 
Elle devra donc satisfaire aussi à l'équation 



dn 





ce qui suffit à démontrer la proposition. On en tire 



U(F-x£).^S==.0, 



quelle que soit la fonction TJ ; il faut donc que tous les éléments de l'inté- 
grale soient séparéments nuls, soit : 

(5) F=^£'- 

G. Q.F. D. 

Réciproquement, une fonction harmonique V satisfaisant à l'équation (5) 
satisfera à l'équation (3), K étant convenablement choisi, et, parmi toutes 
les autres fonctions satisfaisant à cette équation (3), rendra minima l'in- 
grale I. 

11 est d'ailleurs clair que le raisonnement précédent prête aux mêmes 
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objections que le raisonnement analogue de Riemann, rien ne permettant 
d'affirmer Texistence du minimum considéré. 

7. — En réalité, non seulement on n'est pas certain, a priori, qu'un pro- 
blème quelconque de calcul des variations ait une solution, mais il est aisé 
de voir que le cas où la solution existe ne doit en aucune façon être consi- 
déré comme plus général que le cas opposé. 

Considérons, par exemple, l'intégrale 




Si l'on cherche le minimum de cette intégrale relativement aux différents 
arcs de courbes qui joignent entre eux deux points A et B du plan, on voit 
que ce minimum existe et est fourni par le segment de droite AB. 

Cherchons maintenant le minimum de la même intégrale, lorsqu'elle est 
étendue, non plus à tous les arcs de courbes qui joignent A et B, mais seu- 
lement à ceux de ces arcs qui admettent en A et B des tangentes données. 
Il est aisé de constater que ce minimum n'est pas effectivement atteint. Il 
existe, en effet, des lignes (par exemple des arcs de coniques de plus en plus 
aplaties) admettant en A et B les tangentes données, et dont la longueur 
diffère d'aussi peu qu'on veut de celle de la droite AB. Cette dernière lon- 
gueur est donc le minimum cherché : or, elle ne correspond à aucune ligne 
satisfaisant aux conditions du problème. 

Nous avons donc ainsi deux problèmes de calcul des variations dont l'un 
admet une solution, l'autre non. Or, il n'y a aucune raison, a priori, pour 
se poser l'un de ces problèmes plutôt que l'autre, et c'est le second qu'il 
aurait été le plus naturel d'envisager si, dans l'intégrale proposée, la fonction 
inconnue avait figuré non seulement par sa dérivée première, mais encore 
par sa dérivée seconde. 

D'une manière générale, considérant l'intégrale 



¥{œ,y,y', ...,i/^'^)dx 



et étant données les valeurs de %j, y',..., yCO pour x = x^^ et pour x = x^, les 
méthodes classiques du calcul des variations apprennent à trouver le mini- 
mum de l'intégrale si v < [jl — 1. Mais si, au contraire^ v > [jl, le minimum 
n'est pas effectivement atteint (sauf pour des valeurs particulières des don- 
nées). 
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10 CHAPITRE I 

8. — La théorie des fonctions harmoniques elle-même fournit aisément des 
exemples analogues. Cherchons, en effet, le minimum de l'intégrale 

■=///[(b7-(f )■-(?)■]-*-. 

la fonction V étant assujettie à cette double condition que V et sa dérivée 
normale prennent, sur la surface S limite de T, des valeurs données T et Vj. 
Si un tel minimum était atteint, il correspondrait nécessairement à une fonc- 
tion harmonique, alors qu'il n'en existe aucune vérifiant à la fois les deux 
séries de conditions aux limites données. 

Le minimum est d'ailleurs fourni par la fonction harmonique Vo qui prend 
sur S les valeurs données V. C'est ce que l'on constatera (du moins dans le 
cas où cette fonction a ses dérivées finies au voisinage de S) en considérant 
les fonctions de la forme 



¥== 



FVo 4- h 



F-H X 
où X est une constante positive; cp, une fonction quelconque satisfaisant, sur 

dn 



S, aux conditions cp =z y, -^-2 =1 \V; F = l'équation de S, F étant positif 



ôF x)F ôF ,, 
à l'intérieur de T et les dérivées ---» — > — - n étant pas toutes nulles sur S. 

ùtX/ olj o<2 

+ (Vo-?)i 
+ (Vo-?)4 



On aura 




ôV 


_ô<P F a(V„-'f) 


ôV 


_ôcp F ô(Vo-<p) 
ôy "+" F -t- X ôy 


ôV 


ô^ F -f- X is 



(Vo-?)àiF 




On voit par là que la fonction V satisfait, quel que soit X, aux conditions, 
aux limites données, puisque Vq — cp est seul sur S. De plus, en vertu des 

V çp 

hypothèses faites sur Vo et sur F, le quotient -^ — - ne dépasse pas une 

certaine limite K : il en résulte que les dérivées de V sont partout inférieures 
en valeur absolue à une limite indépendante de X. 
Dès lors, l'intégrale I, pour X très petit, tend vers la quantité 



dx dy dz. 



ainsi qu'on le voit en divisant l'intégrale en deux parties, l'une relative à la 
région où F < S;, et qui tend vers zéro avec s (quel que soit X) parce que 
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le volume d'intégration est infiniment petit ; l'autre relative à la région où 
F > £ et où (s ayant une valeur déterminée quelconque) les différences 

5Y„^, 5y„5Yo, ^y_^_io 

ô^ ^x ^y hy ' L)^ bz 

sont infiniment petites avec X. 

Le minimum cherché est donc lo et ne peut être atteint par des fonctions 
satisfaisant aux conditions imposées ('). 



§ 3. ~ CAS DU PLAN 

9. — Dans le plan (Dini, loc, cit,), le deuxième problème se ramène 
immédiatement au premier. 
En vertu de l'équation 

dY ^ _ dW 
dn ds 

où W est la fonction conjuguée de la fonction cherchée V, on est évidem- 
ment conduit aux opérations suivantes : 

1** Quadratures pour déterminer W le long des contours limites ; 

2° Résolution du premier problème aux limites sur la fonction W ; 

3*" Dérivation de W et quadrature 

-y- as = 
dn 



10. Discussion de la solution. — 1° Problème intérieur, — Bien en- 
tendu la condition de possibilité est vérifiée, soit 

(1) Jf, ds = 0, 

l'intégrale étant prise le long de Tensemble des contours tant extérieurs 
qu'intérieurs. 

(1) Tout récemment, M. Hilbert est arrivé à modifier le raisonnement de Riemann 
de manière à prouver l'existence de la solution pour le problème de Dirichlet et 
même, plus généralement, pour un problème quelconque de calcul des variations, 
moyennant, bien entendu, des conditions restrictives dont la nécessité résulte de ce 
que nous venons de dire. 
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Si l'aire donnée est à un seul contour, cette condition exprime que la 
fonction W est uniforme le long de ce contour, puisque l'on a 

—r- as. 
as 

Dès lor.«, la fonction W est bien déterminée dans toute l'aire, et l'inté- 
grale 1 — du — — dx, uniforme dans la même aire, fait connaître la 
fonction cherchée. 

r7Tr 
-y- ds ne sera pas, en général, 

nulle sur chacun d'eux, et par conséquent, la fonction W aura sur ces 
contours, des périodes. Mais on fera disparaître n — 1 de ces périodes (et, 
par suite, la 7^^'"<^, en vertu de l'équation (1)) en retranchant de la fonc- 
tion V -H zW, des fonctions logarithmiques convenablement choisies, par 
exemple de la forme 

Ih log {x -\- iy — a;J (A = 1, 2, ..., n — 1), 

a^, a^, ... cLn-i étant les affixes de points situés respectivement à l'intérieur 
des n — 1 contours intérieurs et les X des constantes réelles. Les terme 
ainsi introduits ne modifient d'ailleurs V que d'une quantité uniforme. 

Cette précaution étant prise, on connaîtra les valeurs de W aux limites» 
mais seulement à une constante additive près sur chaque contour. 

Lorsque n ^= 1, la constante unique ainsi ajoutée aux valeurs de W au 
contour s'ajoute par cela même à la fonction W dans toute l'aire : elle est 
sans influence sur la valeur de V. 

Mais, pour n > 1, une seule des constantes additives c^, c^^ .., c„ cor- 
respondant respectivement aux différents contours C^, C^, ..., C^ de l'aire 
peut être considérée comme insignifiante. Les n — 1 autres (ou plutôt les 
différences c^ — c^? c^ — c^, ..., c„_i — Cn) influent d'une manière essen- 
tielle sur la fonction W. 

D'autre part, pour que la fonction Vsoit uniforme dans l'aire considérée, 
il faut que l'on ait, sur chacun des n contours. 



f 



-y- ds ^= \) \ 

dn 



les n équations ainsi obtenues se réduisant d'ailleurs k n — 1, puisque la 
fonction W est harmonique. La question est donc de déterminer les cons- 
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tantes c^, c^, ..., Cn_i (en supposant Cn = 0, ce que l'on a le droit de faire 
d'après ce qui précède) de manière à satisfaire aux conditions qui viennent 
d'être écrites. 

Soit ^i la fonction harmonique qui prend, sur Ci, la valeur constante 1 
et^ sur chacun des n — 1 autres contours donnés, la valeur zéro ; et soit 

y] l'intégrale I -^ ds, prise le long du contour C^. L'addition de la cons- 
tante Ci aux valeurs de W sur le contour Cj ajoutera évidemment à W le 
terme Ct^fi et à / -i— ds^ le terme c^y^ Les équations auxquelles devront 

satisfaire les Ci seront donc de la forme 

n — 1 

2 c^TJ==^i U= 1' 2, ... n) 

i = 1 

où les oLj sont des quantités données. 

Ces équations, se réduisant h n — 1 distinctes, détermineront les Cj, à 
moins que le déterminant E d= yl Ï2 ••• T^^-l ^^ ^^^^ ^^^^• 

Mais cette dernière hypothèse ne peut se réaliser, ce qui revient à dire 
qu'on ne peut jamais, par des valeurs non toutes nulles des Cj, satisfaire 
aux équations 

n — 1 

2 ca} = (i-1,2, ...,n-l). 

i = i 

En effet, (prêtant constamment compris entre et 1, la quantité y/ est 
certainement négative et la quantité y/ (i ^J) positive (^). En particulier, 

n 

on a Yn> 0(i=: 1, 2, ..., n — 1) et, par conséquent, l'identité ^ t/ = ^ 

i = i 
(laquelle résulte de l'identité évidente ^^ -H ^2 "^ ••• H- ?n = 1) donne 

n — 1 

lï/l> ^ '(/ 
i = 1 

OÙ le signe S' désigne une somme étendue aux indices i qui sont différents 

(1) Les quantités y/ ne sauraient être nulles si C^, C2, ..., G^-i désignent les con- 
tours intérieurs : il faudrait, en effet, pour cela, que ■— fût partout nul sur Cj. Mais, 

dans ce cas, la fonction 0{ et la fonction égale à (pour i ^ j) ou à 1 (pour i = /) 
dans tout l'intérieur de Cj seraient (n^ 1) en prolongement analytique Tune de 
l'autre, et cp; serait constant, ce qui est absurde. 
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de ^.L'équation correspondant à l'indice j' ne saurait donc être vérifiée 
si Cy est la plus grande en valeur absolue des quantités c^, c^^ ..., c„^i, 

20 Problème extérieur. — On retranchera de V, comme précédemment, 
des termes logarithmiques tels que la fonction conjuguée W n'ait point de 
périodes sur les contours limites ; et Ton conviendra de déterminer cette 
fonction W de manière que la constante M (n° 2) soit nulle. Dans ces 
conditions, les choses se passent exactement comme pour le problème 
intérieur : la fonction cp^sera la fonction harmonique qui est égale à un sur 
le contour d'indice i, à zéro sur tous les autres contours, et qui est régu- 
lière à l'infini avec une constante M égale à zéro. 



§ 4. — CAS DE L'ESPACE — APPLICATION DE LA MÉTHODE DE NEUMANN 

11. — La question n'est pas aussi simple dans le cas de l'espace. Il ne 
suffît pas alors de pouvoir résoudre le problème de Dirichlet par une 
méthode quelconque pour en déduire la solution du deuxième problème 
aux limites. 

Par contre, on peut déduire cette solution de la résolution du problème 
de Dirichlet joar la méthode de Neitmann, 

On sait en effet, que cette dernière donne la solution cherchée sous la 
forme d'un potentiel de double couche. 

Cela posé, supposons qu'il s'agisse du problème extérieur, et prenons 

.F 

un potentiel de simple couche de densité ï^— , la normale étant positive à 

l'intérieur du domaine (c'est-à-dire à l'extérieur de la surface limite 
donnée S) et F désignant la valeur donnée de la dérivée normale. Soient W 
ce potentiel, U sa valeur sur la surface. Déterminons ensuite un potentiel 
de double couche défini à Vintérieur de S et prenant les valeurs U aux 
points infiniment voisins de S situés à l'intérieur : soit W cepotentiel, qui 
s'obtient par la méthode de Neumann et dont la dérivée normale est con- 
tinue au passage de S. 
La fonction cherchée est 

V rr= W — W^ ; 

en effet cette fonction, étant la différence de deux potentiels, est har- 
monique dans le domaine considéré. De plus sa dérivée normale prise 
sur la surface limite a pour valeur 

^ — ^ _ ^"^ — ^^' _ ^lî ~- 2Tr ™ .rr: F- 

dn dn dn dn dn 27r 
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Dans le cas du problème intérieur, il y a une condition de possibilité ; 




On suivra d'ailleurs exactement la même voie que pour le problème exté- 
rieur. La condition de possibilité exprimera que la constante G qu'il faut 
ajouter dans la méthode de Neumann au potentiel de double couche pour 
le problème de Dirichlet sera nulle. Là différence des dérivées normales 
se calculera comme dans le cas précédent. 

IS. — L'emploi de la méthode de Neumann peut prêter toutefois à deux 
sortes d'objections : 

l*" Neumann n'a démontré la légitimité de sa méthode que dans le cas 
d'une surface convexe et non biétoilée. M. Poincaré (^) a levé cette restric- 
tion en démontrant dans des cas bien plus étendus la convergence des 
développements de Neumann ; 

2'' Il n'est pas évident que la fonction oblenue ait toujours une dérivée 
normale, et l'étude des conditions d'existence de cette dérivée est assez 
délicate (voir Liapounoff, Journal de Mathématiques 'pures et appli- 
quées 1898). 

Les conditions suffisantes obtenues à cet égard par M. Liapounoff sont 
de forme relativement compliquée, et rien ne dit que ces conditions soient 
remplies par les fonctions successives à la formation desquelles conduit la 
méthode de Neumann. 

Cette deuxième objection a pu être également levée. Grâce aux travaux 
de MM. Stekloff et Korn, nous allons montrer, comme l'a fait M. Stekloff 
dans les Mémoires cités plus haut, qu'il suffit d'avoir établi la légitimité 
de la méthode de Neumann telle qu'on l'étudié habituellement, pour pou- 
voir l'appliquer au problème qui nous occupe. 

La méthode de Neumann ainsi appliquée revient d'ailleurs, ainsi que 
nous allons le voir, à la méthode donnée par Robin pour la recherche de 
la distribution électrique en équilibre. 

Nous désignerons par M un point déterminé quelconque, par r sa dis- 
tance à un point variable M' de la surface. Toutes les quantités relatives à 
ce dernier point seront indiquées par des lettres accentuées. C'est ainsi^que 



(t) Acta Mathematîca, t. 20 ; 1896. 
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nous désignerons par dS' un élément de la surface S entourant le point M', 
lorsque nous intégrerons par rapport à la position de ce point sur la sur- 
face ; par dn' un élément de la normale en M', au lieu que dn désignera 
un élément de normale en M, lorsque M sera sur la surface ; par V^, la 
valeur en M' d'une fonction quelconque V. 

Une fonction quelconque V pourra d'ailleurs avoir des expressions diffé- 
rentes suivant qu'on sera à l'extérieur ou à l'intérieur de S : elle sera 
désignée, suivant l'usage, dans le premier cas par Ve,dans le second par Vi. 
C'est ainsi que, pour un potentiel de simple couche, par exemple, nous 
aurons à distinguer en un point M de la surface les deux dérivées normales 

dY- dW 

-y—' et V- . Nous considérerons en outre l'intégrale 

dn dn ° 




d' 

o' - '^ dS' = 
' an 




cos (r, n) dS', 



dV 



(p étant la densité) autrement dit la valeur de -^ qu'on obtiendrait en dif- 



férentiant sous 



s le signe 1 i , 



dn 



comme si cette difîérentiation était légitime 



et qui est, comme on sait la moyenne des deux dérivées -y--^ et -7-^. 

^ "^ d7Z dn 

Nous désignerons cette dernière quantité par la notation f 1-^). 

Pq étant une fonction continue sur la surface S ; considérons la suite de 
quantités 

1 







/- dS' 
d?i 



^'JL^' 



d 



1 

-- d^' 



^^-^ 2.r / / ^"-' dn 
qui sont précisément celles qui interviennent dans la méthode de Robin Q). 

{}) Toutefois, dans cette dernière, la fonction po est prise telle que 1 1 PocZS ^ 0, 
tandis qae nous aurons, au contraire, à supposer cette même intégrale nulle. 
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Ces quantités peuvent être exprimées à Faide de potentiels de simples 
couches. Si, en effet, Ton pose 



(7) 



V. =: 



j v,= 




o 



^"=-é 



^^ dS' 




\dn ) r ' 




'dN^ 



iL—i 



dn 



dS' 



les équations (6) donneront évidemment 

dY,\ /dy^\ __ /dY,\ __ 

d7i ) — P^' \ d7i ; — P2. [dnj -^ ^^' 

D'après les propriétés connues des potentiels de simples couches, toutes 
les intégrales (6) et (7) existeront et seront continues dès que la fonction p^ 
possédera cette propriété. 

D'autre part, la fonction V;^ étant harmonique à l'intérieur de notre 
domaine et possédant des dérivées normales à la frontière, on a, en un 
point de S, 



2 7r. 




, dn r dn / ' 



.1 / dN 
mais V'a- est un potentiel de simple couche de densité \ — ^'- ( — ^^'-=-^ 

a donc 

dn' " \dn!l \ dn' J' 

1 r r\ i dv 

substituant dans l'équation précédente, le terme — 9— I I 7 ' '-^~^ 



On 



fera disparaître le premier membre, et il viendra 




271 



Hadamârd 



(^_IA ^' „ V - -^ ± 

Vdn' r ~ ^'^'-^ 2'ir 




' \ dn' 






dS' 
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18 CHAPITRE 1 

Or ces équations sont précisément celles que Ton écrit dans la méthode 
de Neumann, celle-ci étant appliquée en partant de la fonction 



m V^ = -2*S/ / T""^'- 



Toutefois nous n'obtenons ainsi les fonctions successives de Neumann 
que sur la surface même. Mais il est aisé d'en déduire l'expression de ces 
mêmes fonctions dans les domaines intérieurs et extérieurs. Soit, en effet, 

1 

Vfc le potentiel de la double couche d'épaisseur — ,^ V;^_j, c'est-à-dire 

l'une des fonctions cherchées. On aura, à la surface (puisque le potentiel de 
ladite double couche a, sur la surface même la valeur V/,) 

"^ki ™ V;;; -f- V;,_ 1 

et cette équation a dès lors lieu dans tout le domaine intérieur. De même 
on a, pour le domaine extérieur, 

Il résulte de là que les polentiels Vi^ et v/^g admettent des dérivées nor- 
males, puisque les V/,. en admettent. De plus, si Ton tient compte des 
valeurs des dérivées normales des V/,, il vient 



dn dn \dn ] \ dn 

Il est donc bien prouvé que Vu admet, de part et d'autre de S, des déri- 
vées normales et que ces dérivées normales sont égales entre elles. 

13. — Pour étendre la même conclusion à la somme de la série formée 
avec les X)]^ comme l'indique Neumann, il faut inyoquer, avec M. Liapou- 
nof, deux lemmes dont le premier est relatif au mode de continuité de 

( -7— j sur la surface et le second, à la manière dont les dérivées normales 

tendent vers leurs limites au voisinage de cette surface. On suppose que 
celle-ci est partout régulière (du moins dans le voisinage des points consi- 
dérés) et, en particulier: 

1° qu'elle admet en chaque point un plan tangent déterminé ; 

2° qu'il existe une longueur D assez petite pour qu'une parallèle à la 
normale en un point quelconque de S ne puisse couper S en deux points 
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PROBLÈME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 19 

situés à l'intérieur de la sphère qui a ce point pour centre et D pour rayon ; 
3° que les plans tangents en deux de ses points situés à une distance r 
Tun de l'autre font un angle moindre que Kr, K désignant un nombre que 
l'on peut assigner une fois pour toutes (^). 

l^his, — Il résulte aisément de là que chacun de ces plans tangents fait 
avec la corde qui joint les deux points un angle inférieur à Kr (K désig- 
nant une constante) (^). 

14. — Dans ces conditions, soit Vie potentiel d'une simple couche de 

densité p étendue sur la surface S et cherchons, en fonction de la distance 

MM^ := 0, l'ordre de grandeur de la différence entre les valeurs que prend 

clN\ 

~j- I en deux points voisins M et M^ de S, soit de la quantité 

en désignant par r, r^ les distances des points M, M^ à un point quelcon- 
que W de la surface, centre de l'élément dS\ et par ^, ^i les angles que 
M'M et M'M^ font respectivement avec les normales Mn^ M^n^ en M et en 
M, (/?^. 1). 

Nous partagerons S en deux parties, l'une 5 comprenant les points dont 
la distance à M est inférieure à [j.â {[i étant un nombre déterminé plus 
grand que 1), l'autre Sq comprenant le reste de S. 

Dans la première, l'intégrale i ' ^ — ~ ^^' ^^^^ P^^^ petite que KA 1 — 

(en désignant par A le maximum de |p| sur S), quantité qui, moyennant 
les diverses hypothèses qui ont été faites, sera plus petite que KAo. Une 




évaluation toute semblable s'applique à / ' ^ ds' , 

Dans la partie s^, les rapports g» ^ sont supérieurs à [j. -^ 1 et le 
rapport - , compris entre -—-r et — ^ . D'autre part, l'angle JVrMiM ou 

(1) M. Liapounof suppose seulement que cet angle est inférieur à ^rx : il serait 
aisé d'adapter les raisonnements qui vont suivre à cette nouvelle hypothèse. 

(2) Nous désignons indifféremment par K divers nombres positifs dépendant de la 
surface, mais indépendants du choix des points M, Mj, M' et de la forme de la fonc- 
tion p. 



Hosted by 



Google 



20 CHAPITRE 1 

son supplément est inférieur à Kr (13 his) et, par conséquent Pangle 
MM'Mi est inférieur à KS ; il en est donc de même de | cos ^ — cos ^^ \ , 
en vertu des inégalités 

2 I cos 4; — cos ^J <: \^ -~^,\ < {Mn, M,n,) + (M'M, MM,). 



D'autre part, l'inégalité \r, — r\ << 8 montre aisément que 

plus pet 
quantité 



1 



est 




Kf5 

plus petit que —y et, par conséquent, la 



cos ^ cos ^,\ 



' \ /y*" 'Y* 



r , /l 1 \ cos ^j> — cos 4>il 



apparaît comme inférieure à ~ 2- • 

Or rintégrale 1 j -^r , étendue à la portion de surface pour laquelle 

r > R, est inférieure à K | log R | . 

Donc enfin la différence considérée est inférieure à KAo log 8. On remar- 
quera que la limite supérieure ainsi trouvée ne suppose même pas que p 
soit continu : il suffit que cette fonction soit finie. 

14 bis. — Soient, en second lieu, M^ un point voisin de M et situé d'un 
oôté déterminé de S, par exemple à l'intérieur, de manière que MM2 ne soit 
pas tangent à la surface et fasse même avec elle un angle supérieur à une 
limite déterminée ; r^, la distance de M^ à un point arbitraire M' de S, 
laquelle, dans ces conditions, est avec MMg dans un rapport qui reste supé- 
rieur à une limite déterminée ; ^^, l'angle que fait M^Mg avec la normale 
Mn en M ; cp, Og les angles que font M'M, WM^ avec la normale Mn' en M 
{fig, 2). Cherchons à évaluer la différence qui existe entre l'intégrale 

/ / 2~^ ^^' ^^ l'intégrale analogue 1 / ■ ~ dS' prise en M. 

Cette fois, outre les hypothèses précédemment admises sur la forme de la 
surface S, nous en ferons une sur les valeurs de la fonction p : nous sup- 
poserons que la valeur de p en M' diffère de la valeur p^ que prend cette 
fonction au point M d'une quantité inférieure à Lr^, en désignant par a 
un exposant déterminé (évidemment au plus égal à 1, si M est quelconque 
et que p ne soit pas constant) et par L une constante. 
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Nous remarquerons ensuite que l'intégrale 1 I - ^.^ - dS' est égale à 



2'kpq et r 



'intégrale / j p 



COS cp 



r. 



2~ dS à 4 7rpo, et nous écrirons la différence 



cherchée sous la forme 




,(-i_-jjb)^s' = i,-Hi, + i3 



ii = 



i/ 




P„ '-^ dS' 








h=- 1 I (p'-Po)r^-^i^s' 




/ / COS ^ — COS 9 COS ^2 COS ^2 



d&. 



Nous connaissons la quantité l^. Pour évaluer Ig, nous décomposerons 
encore S en deux parties 5, s^ formées 
respectivement des points dont la distance 
au point M est inférieure ou supérieure 
à ;x8, S désignant celte fois la distance 
MMg et II un nombre fixe (plus grand 
que 1). 

Dans s, les deux intégrales 




n. n 



Fig.2 






Poj 



dS' 



et 



// 



(p'-p«)^^rfS' 



sont inférieures à KL8^, en vertu de l'hypothèse faite sur p' — p^ et du fait 
que ^2 6st dans un rapport fini avec 8. 

Dans Sq, il suffira de remarquer que | cos cp — cos cpg | <C 2 | cp — cpg | 

«< I K sin (9 — cp^) I <; — et que 



^T2 — ^ I < :p^ pour voir que 1 inte- 

graleJJ^ip'-p,) (^-^-^5^^-îa) c^S' est plus petite que KLsJJp. 
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22 CHAPITRE 1 



Or l'intégrale 1 / -;^ry^, étendue à une portion de surface pour laquelle 

r > R, est inférieure à pYira» Donc on a Ig <C KLo^. 

Quant à I3, il est, dans s, inférieur à KA8, comme on le voit immédiate- 
ment en remarquant que j cos (^ — cos ^ | et [ cos ^^ — cos -^^ \ sont infé- 
rieurs à Kr. Dans Sq, on remarquera r cos ^ — r-^ cos J^^ et r cos o — r^ cos 'f ^ 
sont respectivement égaux à cos 6 et 8 cos 6', en désignant par 6 et 6^ les 
angles que fait MMg avec les normales en M et en M/, angles dont la diffé- 
rence est plus petite que Kr. 

T .... cos ^ — cos cp cos ^o — cos O. 11 1 

La quantité — 7. — — ^^ -■- sera donc la somme de 

deux termes 



r cos ^ — rg cos ^^ — (r cos 9 — r^ cos ^^ (cos — cos 6') 

et 

r (COS^ — COScp) {y,~'~^^ 

dont chacun est inférieur à —^ . L'intégrale I3 (prise dans s^) sera donc 



idre que KAo / / --^^ , c'est-à-dire que Kko log 0. 



Donc entin la différence cherchée est inférieure à KLo^' pour a <; 1, et à 

K(A-H- L) a log 5, pour a =3 1. 

Notre raisonnement suppose toutefois que le point O2 se rapproche de M 
de manière que l'angle deMM2 avec la surface ne soit pas infiniment petit. 
Mais il est aisé de se passer de cette condition. Il suffit, lorsqu'elle n'est 
pas réalisée, de considérer un point Mi situé sur S et tendant vers M en 
même temps que M^ de manière que l'angle de M1M2 avec la surface soit 
toujours supérieur à une limite déterminée. On comparera alors les deux 

intégrales / 1 — -~ d^' eX j j —^^^ cZS' à l'intégrale analogue I — -'y ^^'^ 

relative au point M^ : en vertu de ce que nous venons de démontrer et de 
ce qui a été établi précédemment (n° 13) nous aurons^ pour les deux dif- 
férences ainsi obtenues, des limites supérieures de la môme forme que 
celles qui viennent d'être indiquées pour le cas où MM.^, faisait avec la 
surface un angle fini. La conclusion est donc absolument générale. 
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15. — Nous avons encore une remarque à présenter, relativement à la 
dérivée normale du potentiel de double couche. Les conditions précédem- 
ment imposées à la fonction p ne nous permettent pas de conclure que 
cette dérivée a une limite à la surface, ni même qu'elle est finie ; mais la 
limite supérieure que nous allons trouver pour cette dérivée, quoique 
augmentant indéfiniment lorsqu'on s'approche de la surface, va suffire 
pour la suite du raisonnement. 

Nous obtiendrons cette limite supérieure en remarquant que la dérivée, 

suivant une direction quelconque, de l'expression - — ^-^ (où r est la dis- 
tance du point variable M à un point déterminé quelconque M^ de la sur- 
face et cp Tangle de MM' avec la normale en M') est inférieure à -30 La 

dérivée du potentiel de double couche sera donc moindre que KA / / -y 

(où A est le maximum de |p|). Or il est aisé de s'assurer (en comparant, 
par exemple, avec l'intégrale analogue prise en remplaçant la surface par 

KA 

son plan tangent) que cette expression est moindre que -^- , si S est la 

distance du point M à la surface. 

i6« — Cela posé, reprenons les fonctions Y^ ; supposons démontré (comme 
on est conduit à le faire dans. la méthode de Neumann) qu'elles tendent 
vers une constante L, la différence étant uniformément plus petite que le 
j^ème terme d'une progression géométrique de raison X. Cherchons d'abord 

à en déduire une limite pour p^ = / 77"^ )• 

A cet effet, M étant un point de la surface et M^ un point pris à l'inté- 
rieur sur la normale en M, à une dislance 8 du point M, appliquons à la 
fonction pk les inégalités que nous avons trouvées aux n° 14 et 14 bis. R/^ 
désignant le maximum de | pi, \ sui* S, nous voyons d'abord que la diffé- 
rence de deux valeurs de Pk + i correspondant à deux points de S situés à 
une distance d l'un de l'autre est moindre que KR^c^^ (a étant plus petit 
que 1, mais d'aussi peu qu'on le veut). Il en résulte que, en Mg, la valeur 

de — -4-^ satisfait à l'inégalité 



dn 



(9) 






<K(R, + R, + ,)8«. 



Or Vil 4 2 peul se mettre sous la forme 'd'un potentiel de double couche. 
Nous avons vu, en effet, que la double couche d'épaisseur V^ avait pour 
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24 CHAPITRE I 

potentiel intérieur V/,. H- V/^ + j. Donc Yj, sera à une constante près, (étant 
données les hypothèses de convergence faites sur les V) le potentiel d*une 
double couche dont Tépaisseur est 

W, = V, - V, + , -h V, + , - V/.+ 8 H- - 

par conséquent moindre que CV' (C étant une constante déterminée). 
L'inégalité trouvée pour la dérivée normale du potentiel de double couche 
permet donc de mettre l'inégalité (9) sous la forme 



a 

nous ferons § = X^^ X'^ =:=: X^, et il viendra (^) 
(10) I p,^ ^ ^ _ p, ^_ J < (k (R, 4- R, + ,) + G) V*. 

En particulier, on aura 

R, _|. , < R, + , + r^ [k (R, + R. + 1) 4- C]. 

On obtiendra une limite supérieure de R/, en remplaçant les inégalités 
successives ainsi obtenues par les égalités correspondantes. On aura alors 
R;c + 1 > R/.- et, par conséquent, 

R, + ,<R4+,-+-VM^KR. + ,-hC) 
ou 

R. + , +2T£< ^* + 2IQ".') (r. + , + ^4i 

Cette inégalité nous montre R/^ -H comme un produit infini conver- 
ti l.v 

gent, et, par conséquent, R/,. comme une quantité finie. 

Tl en résulte d'après l'inégalité (10) que la série V {pk 4- 1 — ?k) con- 
verge uniformément à la façon d'une progression géométrique. La fonc- 
tion pi^ tend donc, en chaque point de la surface, vers une limite p, qui 
satisfait (d'après les équations de définition (6)) à l'équation 



(1) K désignant toujours indifféremment divers nombres positifs qui ne dépendent 
que de la nature de la surface S, G désignera indifféremment divers nombres posi- 
tifs qui ne dépendent que de S et de la forme de la fonction po- 
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Si rintégrale I / p^c/S est différente de zéro, cette fonction p n'est pas 

identiquement nulle 1 puisque l'on a | / pdS = 1 l po<^S j : elle est la 

distribution de la couche électrique en équilibre (la surface S étant celle 
d'un conducteur isolé et soustrait à toute influence), la méthode par laquelle 
elle vient d'être obtenue étant celle de Robin. 

Si au contraire / / p^c^S = / / pdS = 0, la fonction p est identique- 
ment nulle. Cela revient, en effet, à dire qu'une couche électrique en équi- 
libre par elle même et de quantité totale nulle est à l'état neutre partout : 
proposition dont la démonstration est bien connue. 

\pii\ est alors plus petit que CX'^ (G désignant une constante). 11 en résulte, 
d'après le n° 14, que la différence des valeurs de p/, en deux points M, M^ 
de la surface est moindre que CV^, MM^^ ; puis, en vertu du n° 14 bis, 
que l'on a l'inégalité 



(11) 






< GX'^ MM2' 



et enfin, d'après ce qui a été vu au n^ 1^, l'inégalité 



(12) 



(t-).. -('.---.) 



< GV^ mm/ 



Gette dernière inégalité est d'ailleurs vraie, que le point Mg soit intérieur à 
la surface [vj^ = v^i) ou extérieur [Vk = v^^) ; elle démontre que la conclu- 
sion relative aux dérivées normales des fonctions Vj^ s'étend à la série de 
Neumann qui a pour termes ces fonctions, puisque le coefficient de MMg , 
dans le second membre, est le terme général d'une série absolument con- 
vergente ; elle achève par conséquent la résolution de la question. 

Si I I Podrr= I I pc^;zf 0, nous n'avons à nous occuper que de la 

solution du problème hydrodynamique extérieur, et, par conséquent, nous 
n'avons à considérer que la série par laquelle Neumann résout le problème 
de Dirichlet intérieur. Or cette dernière est alternée, de sorte qu'il nous 
suffira, cette fois, d'établir des inégalités analogues à (11) et à (12) en 
remplaçant Va, Vu, ?k par V^- — • \\-u '^k — Vu-^, ^k ~ p/t-i- Or on obtien- 
dra de pareilles inégalités en remplaçant, dans les raisonnements qui ont 
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26 CHAPITRE 1 

conduit aux formules (11) et (12), Of, par p/, — pk-^, lequel est en toute 
hypothèse I que / i p^c^S soit nul ou non J inférieur à Gk'^. 

La conclusion deaiandée est donc établie dans tous les cas. Elle nous 
fait connaître la solution du problème de Neumann, p^ étant pris égal 
aux valeurs données F de la dérivée normale et la fonction Y.^ définie 
par Téquation (7') n'étant autre, au signe près, que le potentiel W du 
n^ 11. 

17. — Si au lieu de se donner exactement les valeurs d'une fonction 
harmonique V sur la surface limite S d'un certain volume, on se donne seu- 
lement une limite supérieure du module de V, on peut, ainsi que nous 
Tavons rappelé plus haut, assigner des limites supérieures aux modules de 
V et de ses dérivées en un point intérieur quelconque. 

De même, on peut se proposer de trouver des inégalités analogues lors- 
qu'on se donne, non plus une limite supérieure de [Vl, mais une limite 
dY 



supérieure de 



dn 



h la surface. Il ne peut être question, ici, d'obtenir une 



limite supérieure de |V1 en un point donné, puisque V n'est déterminé 
qu'à une constante près. On peut seulement assigner une limite à la diffé- 
rence des valeurs de V en deux points intérieurs donnés quelconques. 
C'est à quoi la méthode précédente permet aisément de parvenir (^). 
Soit en effet a une limite supérieure du module de 

dn 
i F |< a. 

Le potentiel W défini plus haut 



-V,=W^ / / o^.d\^ 




sera tel que l'on aura 

I W |< Ka, 



(1) PoiNGARÊ. — Sur les équations de la Physique Mathématique, Rendic. del 
Circolo matematico di Palermo, tome 8, p. 114-115 ; 1894. 
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K étant une constante ne dépendant que de la forme de la surface. On en 
déduit, si [W] représente l'oscillation possible de W : 

[VV]<2Ka. 

On délermine ensuite dans la nciélhode de Neumann : 

VV 

Vg, potentiel de double couche d'épaisseur ,^ , 

V 

V3 )) )) » g-^. 



^i » » )) ,J~ , 

et l'on a, d'après Neumann, 1 étant une constante positive inférieure à un : 

[V,] < l [W] 
[V3] < )^ [V,] ■ 
[VJ<X[Vi_,]. 
On en déduit : 

[Vi+J<2X'Ka 

[V] = [W -h sVi] < [W] H- s [Vil < Y^n 2 K« 

ou 

[V]</za, 

h étant une constante déterminée. 

18. Recherche directe d'inég'alités. — On peut, jusqu'à un certain 
point obtenir des conclusions analogues directement sans passer par la 
méthode de Neumann, en employant quelques-uns des moyens par lesquels 
M. Poincaré (^) a établi la légitimité de cette méthode et faisant tout 
d'abord usage de l'inégalité de M. Schwartz. 

On sait que cette inégalité résulte de la considération de l'intégrale 

H = S [(A, 4- lB,y 4- (A, -H XB,)2 H- -+-( A, -t- IB,Y~] d^ 

où S est un symbole d'intégration simple ou multiple étendue à une mul- 
tiplicité Œ, c^cr l'élément différentiel de a ; A^, Ag, ..., Bi, Bg, ..., des fonc- 
tions déterminées et X une constante arbitraire : intégrale qui s'écrit 

(13) H = I-4-2XK-i-X2J, 

(1) Acta Math., loc. cit. 
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en posant 

I =:S(AJ-1-Ai-1-... )c?a, 

K == s (A, B, -h A, B^ -h- ...) ^a, 
J =-S(B,^-4-Bi+ ... )d,. 

La forme quadratique (13) étant positive, quelque soit X, on doit avoir 
(14) A = IJ~K2^0 

et c'est en cela que consiste l'inégalité de M. Schwartz. 

Le minimum de H, lorsque X varie, a lieu pour X = — y et a pour 
valeur 

Enfin l'inégalité (14) résulte encore de l'expression de A lui-même sous 
forme d'intégrale multiple 

A r- 5 SSfS (AzBV — A'^^^l ^^^^/^ 
Lé, y y' / J 

où les éléments t/d, d(s' décrivent, indépendamment l'un de l'autre la mul- 
tiplicité (T et où les A', B' sont les valeurs des fonctions A, B en un point 
de d^'. 

Appliquons l'inégalité précédente au cas où œ est une surface fermée S : 
Soit V une fonction harmonique à l'intérieur de S. Considérons d'abord 
l'intégrale de surface 






(V 4- lY ^s. 



11 résulte de ce qui précède que le minimum de cette intégrale est ^ , en 
désignant par A l'intégrale quadruple 





^ = ô / / / (V- V7^S^S'. 
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GoQsidérons, en second lieu, l'intégrale de volume 

(où <iT est l'élément de volume dx dy dz)y étendue au domaine D limité 
par S. V étant harmonique, on a 





G = - / / (VH-X)gc^S, 



quelle que soit la constante X, et, par conséquent, en vertu de l'iné- 
galité (14), 

G2<HJ 



>- 1 1 (ip^- 



En donnant à ^ la valeur qui correspond au minimum de H, il vient 
(15) \<l 

S désignant l'étendue totale de la surface donnée. 

Si l'on s'est donné les valeurs de -j- sur cette surface, le second membre 
de V inégalité précédente est connu. 

19. — Mais M. Poincaré a établi, entre les quantités G et A> une seconde 
inégalité : il a montré que Von peut, quelque soit la fonction V (harmo- 

A- , ■ 

nique ou non), assigner au rapport p une limite supérieure qui ne dépend 

que de la forme de la surface. 

Supposons d'abord celle-ci convexe et telle qu'il existe une limite supé- 
rieure p au rapport ji — S ^ étant la longueur d'une corde de la surface, 

cos ( V, n\ 
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et (l, n) Tangle de cette corde avec la normale à Tune de ses extrémités. 
Soit en outre L le maximum de la longueur L On peut, dans l'intégrale 
quadruple A, exprimer d'^' au moyen de Tangle sphérique 

, d'^' cos (/, n) 

sous lequel on voit d'è' d*un point de d^. On a, d'après l'hypothèse : 



A< 



(V — Y^ cos {l, n) d^ dm. 



Je mets en évidence les intégrations successives, en supposant qu'on 
effectue d''abord celle relative à l'élément (iS de S, puis celle relative à 
Télément dw de la sphère 2 sur laquelle on fait successivement les diffé- 
rentes représentations sphériques de centres d^ ; remplaçant en outre 
(V — N') par une intégrale linéaire prise le long de ?, on a : 




cos {l, n) <iS 



Mais, d'après l'inégalité de M. Schw^arz on peut écrire 



d\ 

dl 



dl 



Il vient donc 



[(£)'-(f )■-(£)■] - 



A< 



'^J i"IL 



cos [l, n) d'è 
S ^0 






ou, puisque cos [l, n) d^ est la projection de d'è sur un plan perpendiculaire 
à la direction de L 



"^flrflf^^^' 






S) 1 - 



L'intégrale triple n'est autre (quel que soit l'élément dm envisagé) que G. 
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Il vient donc 

(16) 



^,<. 




C?7J7 := 27r p^L. 



^O. — Cherchons à passer du domaine limité par une surface satisfaisant 
aux conditions du numéro précédent au domaine limité par une autre surface 
quelconque. Nous pourrons en général, si la connexion reste la même, 
c'est-à-dire si nous avons toujours affaire à une surface unique simplement 
connexe, établir une correspondance entre les points [x, ?/, z) et (a?', y', z') 
des deux domaines telle que les coordonnées du second soient continues 
par rapport à celles du premier, que leurs dérivées du premier ordre soient 
finies et continues sur la surface limite et que le module du déterminant 
fonctionnel 

D(a7, y, ^) 

reste constamment supérieur à une quantité positive donnée. 
Je dis que dans ces conditions, le rapport 

A G' 

(A^ et G' étant les quantités analogues à A, G) a un maximum positif dé- 
terminé. Cela suffira évidemment pour que Ton puisse tirer de Tinégalité 
du paragraphe précédent une autre inégalité 



|<v 



Posons pour le démontrer : 



ôvy 






dx'^ -h dy'^ + dz'^ =^f{dœ, dy, dz). 
Les formes /et cp ont pour discriminant le carré du déterminant fonction- 
nel. Ces deux formes représentent des ellipsoïdes dont les axes sont com- 
pris entre des limites déterminées. On connaît donc une limite inférieure 
de la quantité 



-H 



\'^y I 



^z 



^z'I 



/ôV 
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Le rapport -r- a aussi uq minimum. Il en est donc de même de p- . D'au- 
tre part -^ a un minimum donné par le rapport des sections de l'elli- 
psoïde /"= 1 et de la sphère de rayon 1. On a donc bien ainsi un minimum 



1^\m — On peut procéder autrement et généraliser le mode de démonstra- 
tion du paragraphe précédent en employant, au lieu de cordes rectilîgnes, 
des cordes curvilignes à 4 paramètres, telles que par deux points de la 
surface il en passe toujours une et une seule; qu'il y ait des limites supé- 
rieures L, p à leur longueur l et au rapport — -p. — .\ qu'enfin on puisse 

COo \ ^ j / 

les distribuer en familles dépendant chacune de deux paramètres a, h et 
telles que, si s désigne Varc décrit sur une corde quelconque de la famille 
le module de 

D la, h, S] 

reste supérieur à un nombre déterminé. Dans ces conditions, les raisonne- 
ments du n° 19, resteront valables. 

1^%m — Combinons maintenant l'inégalité (16) avec l'inégalité précé- 
demment obtenue (15) (n^ 18) ; il vient 

.<- 

Ce sont les inégalités que nous avions en vue. 

On peut remarquer que ces inégalités donnent une limite supérieure de 
rintésrale 



__. — ._j . _l_ — — d^ 



(dans laquelle on désigne par 4> une fonction donnée quelconque). 
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puisque, toujours d'après l'inégalité de M. Schwarz, on a : 






;^3. — Les inégalilés auxquelles nous sommes parvenus à l'aide de la mé- 
thode de Neumann jouent, relativement au deuxième problème aux limites, 
le même rôle que remplissent, par rapport au problème de Dirichlet, les 
propositions rappelées au n° 1 ; mais elles sont loin de fournir, pour 
l'oscillation de la fonction cherchée et les modules de ses dérivées, des 
limites aussi précises que les premières. Elles ne pourraient, par exemple, 
servir à constituer;, pour le problème de Neumann, des méthodes alternées 
semblables à celles que Ton emploie dans la résolution du problème de 
Dirichlet. Nous savons qu'il existe un nombre auquel reste inférieur le 

dY 
rapport de Foscillation de V au module maximum de -r-; mais l'existence 

même de ce nombre est tout ce que nous connaissons à son égard. 

Cette absence de données précises sur le coefficient dont nous venons de 
parler est une des principales lacunes de nos connaissances sur le deuxième 
problème aux limites. 



g 5. _ FONCTIONS DE Fr. NEUMANN ET DE KLEIN. 

34. — Les considérations exposées au § 4 démontrent l'existence delà 
solution, mais n'en fournissent aucune expression simple. 

Nous allons constater qu'on pourrait écrire de telles expressions si Ton 
savait construire, pour le deuxième problème aux limites, des fonctions 
analogues à la fonction de Green, dont on connaît le rôle essentiel dans la 
théorie du problème de Dirichlet. 

Comme la fonction de Green, les fonctions y^^ que nous considérerons 

seront harmoniques dans le domaine donné, sauf en un point A choisi 
arbitrairement, où elles deviendront infinies (dans le cas de trois dimen- 
tions) comme l'inverse de la quantité r = AM. 

Hadamard 3 



Hosted by 



Google 



34 CHAPITRE 1 

De telles fonctions ne satisferont pas, s'il s'agit d'un domaine intérieur, 
à l'équation (1) du n° 4. Cette équation n'est vraie que si l'on adjoint à la 
surface limite donnée S, la surface d'une petite sphère S ayant A pour 
centre. Or, lorsque le rayon de cette sphère devient infiniment petit, l'inté- 
grale / / —~ dl^ tend vers 4tt, puisque y^ se réduit alors à son terme 

1 . 

principal -. Sur S, l'équation (1) du n° 4 doit donc être remplacée par la 
formule suivante 

(17) f f'S^^-'-- 



1° Fonction de Frajiz Neimiann. — Problème extérieur. Soit y^ une 
fonction des coordonnées du point M, harmonique dans le domaine donné, 
sauf au point A, ayant une dérivée normale nulle sur la surface, et deve- 

1 1 . 

nant infinie en A comme -, c'est-à-dire telle que y^ reste harmonique 

en A. La détermination d'une telle fonction est évidemment un cas parti- 
culier du deuxième problème aux limites. Mais elle suffira à résoudre ce 
même problème dans le cas général. V étant une fonction harmonique 
satisfaisant aux conditions du problème, autrement dit, telle que, sur 

S, -y— = F, il suffit de raisonner sur V et sur vf comme dans la théorie 
' dn ' '^ 

de la fonction de Green pour obtenir 

(E) 




Problème intérieur . — On ne peut plus, en vertu de l'équation (17), 
prendre 

dn 

sur la surface; nous allons seulement prendre celte dérivée constante. On 
aura alors évidemment 

(ITÎ '^'^^-^-^ 
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En appliquant encore le théorème de Green aux fonctions V et y^^^ , il 
vienl, cette fois, 




Mais nous ne cherchons Va qu'à une constante additive près, c'est à-dire 
que nous ne cherchons que la différence Va — Va', A^ étant un point ori- 
gine quelconque. Nous pouvons donc négliger le terme complémentaire 
qui est le même pour tous les points. 

S5. — 2° Fonction de Klein. '— Dans le cas du problème intérieur, la 
fonction y^^ de Fr. Neumann n'est elle-même déterminée qu'à une cons- 
tante additive près. Ce fait constitue un inconvénient à divers points de 
vue. C'est ainsi qu'il ne semble pas possible, dans ces conditions, d'établir, 
pour la fonction y^, une propriété de symétrie analogue à la relation bien 
connue 

(18) g'I = gt, 

à laquelle donne lieu la fonction de Green classique. 

Pour obvier à cet inconvénient, M. Klein Q) a été conduit à former une 
fonction possédant, non un seul pôle, mais deux pôles de signes contraires. 
Une telle fonction satisfait à l'équation (1) du n"" 4. Rien ne s'oppose donc 
à ce que sa dérivée normale sur la surface soit partout nulle. La fonction 
de Klein est donc définie par cette condition et par les suivantes ; être 
harmonique dans le domaine donné, sauf en deux points A. et Aq ; être 

1 

telle aux environs de A que sa différence avec - reste harmonique ; aux 

11 

environs de Aq que sa différence avec = — ^-r-~ reste harmonique ; 

enfin s'annuler en un point donné Mq. La valeur d'une telle fonction en 
un point M du domaine s'écrit 

A An • 



(1) In Pockels, Ûber die partielle Differentialgleichuiig tii^u + K^î^ ~ und deren 
Aiifty-eten in der Mathematische7i Physik; Leipzig, 1891. 
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C'est, en réalité, raccroissement que subit de Mq à M toute fonction 
satisfaisant à toutes les mêmes conditions, sauf à la dernière. 

La fonction r^^^^ permet, comme la fonction de Fr. Neumann, de résou- 
dre le problème posé, puisque l'on a, diaprés le théorème de Green : 



^^Z'^mc/Sm-Ya-Va 



La constante arbitraire qui s'ajoute à la valeur de Va est ici — Vaq- 
D'autre part, comme r^^^/ représente Taccroissement d'une fonction 
entre les points Ag et A^, on peut écrire : 




et en particulier : 



pMiM3 pM|M.2 _. p M2M3 

AiAo AiAc ''' A, A 9 



__ pM^M^ 



A|A2 AjAo * 

On pourra faire les mêmes opérations sur les indices inférieurs : 

pMiM2 pM|M2 T.M1M2 

A^Ao A1A2 ~^ A2A3 ' 

comme on le voit immédiatement en se reportant à la définition du sym- 
bole r. En particulier : 

Je dis qu'on a en outre : 

VAyj ^ A.,A.> — ^ M. M,» 



c'est-à-dire la propriété analogue à la propriété de la fonction de Green. 
En effet, posant, pour abréger 



MMo 



rv N -piviM2 



M^M9 



on a, d'après le théorème de Green : 




an dnj \ H^i ^1^12 



Mais le premier membre est nul ; l'égalité est donc démontrée. 
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S6. — Ainsi que nous allons le voir, il n'est nullement nécessaire d'a- 
bandonner la fonction de Fr. Neumann pour conserver la propriété de sy- 
métrie. Il suffit d'en compléter la définition. 

La fonction y'^^ n'est, en effet, définie qu'à une quantité additive près^ 

laquelle ne dépend pas du point M, mais est fonction de la position du 
point A. Nous allons constater qu'il suffit de déterminer convenablement 
la quantité additive en question pour que la fonction de Neumann possède 
la propriété demandée. Tout d'abord, on peut passer facilement de la fonc- 
tion de Neumann à celle de Klein. 
On a, en effet, 

A|A2 Ïai "" ^1'a2 ^''a| ~^ Ïa2 

car le second membre possède les propriétés qui caractérisent le symbole 

A1A2 

Il résulte de là qu'une propriété tout analogue à celles qu'expriment les 
équations (18), (19) appartient également au symbole de Neumann, 
pourvu qu'on détermine convenablement le paramètre arbitraire, fonction 
du point A, qui figure dans ce dernier. L'équation (19) s'écrit, en effet, 
d'après la relation précédente : 

Ta2 ~~~ ^^Mi ^i'mo ^^M| ""' Tm2' 



(a, 


vi^ 


M.) 


d'où, en posant 






(20) 




» A 



Y-»-Ym = ?^A,M): 
o (A,, M,) - o (A,, M2) — cp (A2, MO 4- T {K Mo) =- 0, 

relation fonctionnelle à laquelle doit satisfaire la fonction cp et dont la 
solution générale est, ainsi qu'on le voit aisément : 

cp (A, M) = 4; (A) — ^, (M). 

Il est d'ailleurs clair, en vertu de l'équation (20), que les fonctions 6 et ^^ 
doivent être identiques. 

On peut dès lors choisir les fonctions y telles que la fonction cp soit tou- 
jours nulle : il suffît de remplacer y^J par y'^^ = Ya — 4^ i^)' 

La fonction ^(A) peut d'ailleurs être déterminée directement de manière 
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à annuler cp. Je dis en effet qu'il suffit pour cela de calculer en chaque 
point A la constante 4^ (A) par la condition 

I j y« rfSM = M [ ïr - j^ (A)] dSu 

ï1^6^Sm-S4.(A)^K, 



K étant une constante choisie une fois pour toutes, mais arbitrairement 
(on pourra, par exemple, prendre K := 0). 
On aura bien alors, en effet, 

^ dn ^^ dn / 

et, par conséquent, en appliquant le théorème de Green aux fonctions 7^^ 
et y 3, on obtient la relation cherchée 

(21) il--=it- 

Réciproquement, si cette relation a lieu pour tous les couples de points 

(A, B), on a 

(22) / / ildSu = K, 



K étant une constante indépendante de A. 

^^, — On sait que Tusage de la fonction de Green permet de résoudre 
non seulement le problème de Dirichlet, mais aussi le problème géné- 
ralisé relatif h l'équation 

(2) AY = r{aj,y, z), 

/étant une fonction donnée en chaque point du domaine D envisagé. 

Pareille remarque s'applique à la question actuelle. Soient données, 
d'une part, l'équation (2) et, d'autre part, la condition à la surface 

(23^ ^--F 

i^^) dn ' 
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la condition (1) du n° 4, pour le problème intérieur étant remplacée par 





(24) / / / f[x,ij,z)d-^-\- I / F^S^O. 

En appliquant le théorème de Green à la fonction V et à la fonction de 
Neumann vf , il viendra 

'A 



Tr/'^^ 





V^S===:0, 



471 

G étant égal à zéro s'il s'agit du problème extérieur, et à la constante -^- 
(d'après l'équation (17')), s'il s'agit du problème intérieur. Dans les deux 
cas, le terme G / / YdS peut être laissé de côté, soit parce qu'il est nul, 
soit parce qu'il est constant. 



§ 6. — CAS DE LA SPHÈRE {') 

!S8. — Après avoir établi Texistence de la solution du deuxième pro- 
blème aux limites et montré comment son expression se ramène à la re- 
cherche de la fonction de Fr. Neumann, il nous reste à indiquer les cas où 
cette solution peut être obtenue effectivement, par exemple où la fonction 
de Neumann est connue. Mais ces cas sont en très petit nombre. 

Une méthode générale par laquelle on peut se proposer d'exprimer la 
solution cherchée consiste à la représenter par une série de la forme 

Aq ^0 -^ ^i *1 + ••• + ^m ^m -+- ... 

OÙ les <ï> sont des fonctions harmoniques déterminées, les A étant des coef- 
ficients arbitraires. Il est clair qu'on obtiendra une telle représentation si 
l'on peut mettre les valeurs données de la dérivée normale sous la formée 

(1) Dini, loG. oit. 
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C'est ce que l'on pourra souvent réaliser en prenant pour les ^ les fc 
tions fondamentales introduites par MM. Poincaré, Le Roy, Stekioff, etc. 

î^9. — Cette méthode conduit immédiatement à la solution dans le cas 
de la sphère. On sait que toute fonction donnée sur cette surface peut être 
développée en série de fonctions sphériques, pourvu qu'elle soit continue 
et satisfasse aux conditions de Dirichlet sur tout grand cercle. 

Gela posé, supposons d'abord qu'il s'agisse du problème intérieur. Nous 

clN 
avons à trouver la fonction V, connaissant — -, qui satisfait à la relation 

(1) / / S^s.^0 

Nous nous donnerons V sous forme d'une série de polynômes sphé- 
riques 

Y = Yo + pYi + p^Y, + .... 

On en déduit : 

(26) £ =- ~ (Yi 4- 2RY, Hr ... + mR- ^ Y,, + ...). 

Il suffit donc de développer -v— en série de fonctions de Laplace 

*1 -+- *2 + ••• 4- ^^n 4- ••• 

Il ne doit pas y avoir de terme en Y^ : c'est précisément là la condition 
de possibilité (1) du problème. Il n'y aura plus qu'à poser 

Y.,. = ■ 



Lors même que la fonction -7—, ne satisfaisant pas aux conditions de 
^ . an ^ 

Dirichlet, ne pourrait pas être développée en série de fonctions sphériques, 
on pourrait (^), pourvu qu'elle soit continue ou même finie avec disconti- 
nuités isolées, la développer en une série dont chaque terme serait une 
somme de fonctions sphériques (de degrés ditïérents enlre eux, en général) 
et raisonner sur cette série comme sur la série (25) (^). 



(i) Picard, Traité d'Analyse, t. I, p. 248 et suiv. 

(^) Cf. Le Roy. Thèse Sur Vintègration des équations de la chaleur, p. 28-30. 
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On aurait de même pour le problème extérieur 

Y Y Y 

p p^ p"^ + ^ 

et on déterminerait les Y d'une manière analogue à la précédente. 

29 ^'\ — Cas de deux sphères concentriques. — La même méthode 
s'applique à l'espace compris entre deux sphères concentriques de rayons R^ 
et R^ ; on posera (^) ici 

V = Yo-hY,p-h... -hY,,p- + ... 
On déterminera simultanénient ¥,„ et Y',„ par deux équations 

- niB'"- * Y + ^^^+^)^''" - <!.' 

dont le déterminant est différent de zéro, pour m >» 0. Pour m = 0, les 
deux équations seront encore compatibles moyennant la condition de pos- 
sibilité (1). 

30. — Dans les deux problèmes que nous venons de traiter, la solution 
peut être obtenue sans recourir aux séries. Nous allons faire voir que, soit 
dans le cas d'une sphère, soit dans celui de deux sphères concentriques, on 
peut ramener le problème de Neumann au problème de Dirichlet et à des 
quadratures. 

Cas crime seule sjohère. — Soit D le domaine intérieur (ou extérieur), 
limité par la sphère S. Soit D' le domaine limité par la sphère S^ obtenue 
en augmentant (ou diminuant) de clR le rayon R de S. 

Si Y est la fonction cherchée, on pourra en déduire par simple homo- 
thétie une fonction Y' harmonique dans le domaine.!)' et prenant en les 
différents points de S' les valeurs que prend V en les points correspondants 



(1) Dans le cas où les valeurs données de ]a dérivée normale ne satisferaient pas 
aux conditions de Dirichlet, on appliquerait la même modification qu'au n» précé- 
dent. 
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de S. La différence V ■— \' sera harmonique dans D. Mais elle prendra sur 

dV 
S la valeur — j~~ dR. Si donc on pose 

Cl 71/ 

V V^ 

V — - _ 

^' — dR 

on saura calculer Vi puisqu'on sait résoudre le premier problème aux 
limites. 

C'est cette fonction V^ qui va nous servir à calculer V. 

Autrement dit, et plus rigoureusement : V(^, y, z) étant harmonique, 
il en est de même de V(X^, \y, Iz), où X est une constante arbitraire. ïl 

en est donc de même aussi de -^ V (lœ, X^, 'kz), c'est-à-dire, pour X = 1, 

de 

étant la distance au centre. 

De fait, on voit directement qu'on a 

^ ^ \ àx ^ ()y ôc/ \ bx -^ hy bz J 

Vi étant calculée, on déduira V de l'équation (27), par l'intégrale recti- 
ligne suivante, prise sur le rayon OM 

rOM 
^^ dl -H G^^ (problème intérieur) 

^■'^ 

/ V 

(30) V = — / -es- dl (problème extérieur), 

^ OM 

L'intégrale a un sens dans le cas du problème intérieur, car la condition 

au centre de la sphère n'est autre, d'après le théorème de Gauss, que celle 
de possibilité du problème 

(1) \ Tl^s^o- 
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L'intégrale a également un sens dans le cas du problème extérieur, car 
Vj a été calculée comme fonction régulière à l'infini. 

Si Vj est une fonction régulière à l'origine et s'y annulant, il en sera de 
môme de 



v= / 4i^s, 




ainsi qu'on le voit en remplaçant V^ par son développement en série de 
Maclaurin. 

De plus, si Vi est harmonique, Y le sera aussi ; car, en vertu de l'équa- 
tion (28), AV^ étant nul, si AV n'était pas identiquement nul, il devrait 
être une fonction homogène de degré — 2, ce qui est absurde, AV étant 
régulier à l'origine. On vérifierait d'ailleurs le même fait d'après l'expres- 
sion de Y sous forme d'intégrale définie. Cette dernière manière d'opérer 
s'applique, de plus, à l'expression (30), pour laquelle le premier raisonne- 
ment serait en défaut. 

Sur la sphère de rayon R, la fonction V^ prend évidemment les mêmes 

dN . , . 

valeurs que la quantité — R -^, dans le cas dii problème intérieur et que 

dN 
4- R T--, dans le cas du problème extérieur. On pourra donc en obtenir 

Texpression par la résolution du problème de Dirichlet. D'après les for- 
mules connues pour la résolution de ce problème sur la sphère, on aura 



1 dS ,ç, 

- -, - dS 

r an 



(le signe — devant la première intégrale se rapportant au problème inté- 
rieur, le signe M- au problème extérieur). On en déduirait, pour le pro- 
blème intérieur, par exemple 





(31) 




^ o 

Les quadratures simples s'effectuent sans difficulté. On est d'ailleurs 
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conduit à ces mêmes quadratures en cherchant, ainsi que nous allons le 
faire, la fonction de Neamann, 

31. — Fonction de Neumann. — Cherchons la fonction de Neu- 
mann relative au problème intérieur dans les cas de la sphère. Il s'agit de 

trouver une fonction y ^ harmonique dans toute la sphère, sauf aux envi- 

rons de A.^ et telle que —■ soit constant le long de la surface limite. 
Posant 

(32y Tr=7, + H, 

H doit être partout harmonique et sa dérivée normale doit satisfaire à 
l'équation 

^ ' dn dn 

Nous pouvons appliquer à ce cas particulier du problème précédent la mé- 
thode que nous venons d'indiquer pour sa solution, et diriger les cal- 
culs de manière à déduire la fonction de Neumann de l'expression connue 
de la fonction de Green. 

Soient p la distance OM, o la distance Ox\, y l'angle que ces deux droites 
font entres elles. L'application de la méthode précédente nous conduit tout 

d'abord à chercher une fonction harmonique Hi = p — prenant sur la 

surface les mêmes valeurs, au facteur — R près, que le second membre de 
l'équation (33), c'est-à-dire que la quantité 

ôp 

{ 

Or la fonction - est homogène et de degré — 1 par rapport à p et à o et 

Ton a, par conséquent 



(34) 

d'où, pour p ==: R, 

(35) II, = 


»a),,»(;.)^ . 


IV 

an t)ô 



l 

r 
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Soit maintenant 

la fonction de Green relative au problème intérieur de Dirichlet pour notre 
sphère. On a, lorsque le point M est sur la surface de celle-ci, 

r 

et cette égalité, ayant lieu quelque soit le point A, peut-être différentiée 
par rapport à S. On a donc 

(36) H, ==~.KR + A + 8^J. 

Cette équation a lieu à la surface et par conséquent, dans tout le volume, 
puisque les deux membres représentent des fonctions harmoniques. Quant 
à h, on sait qu il s'obtient en considérant le point A', image de A (fig. 3) 

situé sur le rayon OA à une distance du centre 0A'= 0^=3 -^ . En désignant 

par t' la distance MA^ on a 

(37) h = ^, 

Considérée comme fonction de o, ^ et ù\ cette quantité h est homogène et 

1 1 

de degré (puisque ~;7 est de degré — 1 et -g de degré -|- 1) de sorte 

qu'on a 

La fonction H^ étant déterminée par la formule (36), il nous reste à cal- 
culer H par l'équation 

Si l'on tient compte de l'identité (38), on voit qu'on aura 
(39) H^/^-. /'(.^,_KR)je 

La constante K est choisie, ainsi que nous l'avons vu, de manière à ce 
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que rintégrale ait un sens, c'est-à-dire de manière à annuler le coefficient 

de — ^ : il faut donc prendre K = tt. . 
p li 

On effectuera simplement la quadrature en introduisant l'angle OA^M ~ d;, 
qui donne 

ô^ sin ^ / ô' sin Y 



et, par suite 



' sin (t h- ^) ' 



si a (y -h '\>y 



(40) 




,<v 



= / fi [- "s&f- [ ^^°*° • - ^'^'^ ^' + ^) ] ^^ ~ 



p J 



2R- le- - 
R \sin ^ p / R ^ po sin y 



Les formules (32), (39), (40) nous donnent 



(41) 



R 



^U=^. + !Ë7 -+- ^^--^ 



R 



2 R2 t 



^ 2 




La quantité ainsi obtenue est, conformément à nos 
conclusions générales, symétrique par rapport aux 
deux points A, M dont elle dépend. Cette propriété ap- 
partient en effet, ainsi qu'il est bien connu, au second 

terme ^^ de la formule précédente. Elle appartient 

également à l'angle ^ qui figure dans le troisième 
terme, car, si l'on appelle M' l'image du point M, les 
deux triangles OA^M, OAM' sont, comme on sait, 
semblables entre eux et au triangle qui aurait un 
angle égal à y compris entre deux côtés mesurés 
respectivement par R^ et p8. 

En tenant compte des relations trigonométriqucs 
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fournies par le triangle OA'M, on peut aisément écrire le dernier terme sous 
la forme 

1 j^ -2 5^ __ J[ j^^ 2.QF ^ 

R ^^ r' -h o' — p cos Y " R ^^ aSF -+- Ôff — ô cos y' 

(en permutant les points A et M). 

Lorsque le point M est sur la sphère, la valeur de y^ se réduit à 

2 1 , r -i- R — § cos Y 

--niog -jj^ . 

valeur obtenue (à une constante près) par Fr. Neumann (^) par sommation 
d'une série de fonctions sphériques et qu'il suffira de substituer dans la 
formule (E) du n« S4. 

Si enfin, au lieu du problème intérieur, on avait affaire au problème 
extérieur, les égalités (35) et (36) subsisteraient en faisant Kr=:: ; la for- 
mule (39) devrait être remplacée par 



e l'on aurait finalement 

Ai M ^M — ! -i_ -5: _|_ 1 locT /to'^ to> ïV 

41 J Y A — ^. ^ s^v ^ R C5 l o 2 ^ 2/ 



3S. — Essayons encore d'appliquer la même méthode au cas de deux 
sphères concentriques. Soient cp^ les valeurs données de la dérivée normale 
sur la sphère intérieure S^ (de rayon R J ; cp^, ces mêmes valeurs sur la 
sphère extérieure Sg, de rayon R2. On suppose, bien entendu, vérifiée la 
condition de possibilité 





42) / 7 ?i^S + / / o,jl^ = 




(1) Vorles.y ûher die Théorie des Potentials iind der Kugelfunctionen, p. 275 
Quant aux valeurs intérieure et extérieure de la fonction y^\ elles sont dues à 
Bjerknes (loG, cit., 1871) et à Beltrami {loc. cit., tome III, p. 370-371 ; 1873.) 
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Considérons encore la fonction auxiliaire 




Celte fonclion prendra les valeurs Ricp^ sur la sphère intérieure, — R^^^ 
sur la sphère extérieure. La résolution du problème de Dirichlet la fera 
donc connaître. Si dès lors on se donne les valeurs V^ de V sur une sphère 
concentrique S^ intermédiaire ou coïncidant avec l'une des deux sphères 
limites, on aura : 



V = V, + 



les points M^ et M étant pris sur un même rayon. 

On ne peut évidemment pas prendre les valeurs V^ de V sur la sphère 
Sq d'une manière arbitraire. Ces valeurs seront déterminées par la con- 
dition que Ton ait, dans l'espace donné, 

A y -- 

Or, de la condition A V^ = 0, résulte déjà, d'après l'identité (28), que 
AV est forcément une fonction homogène de degré — 2. 
Il sera donc nécessaire et suffisant de s'assurer que AV est nul sur S^. 
Soient p, 0, 9 des coordonnées polaires. On a : 



et ici : 



?fe<^^') 



AV = ~ I .^ (pV.) + Jpg ^g (sin e 5) + .1-^ 2 



Le premier terme est donc connu et Ton connaît par conséquent la 
somme des deux autres. 

33« — La somme de ces deux autres termes n'est autre que le para- 
7nètre différentiel du second ordre relatif à la sphère. 
Soit, d'une manière générale, 

Y.du' -^2^dudr) ~\-^dv^ 

l'élément linéaire d'une surface. 
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On sait que l'on nomme par mnètre différentiel du premier ordre d'une 
fonction quelconque V, la quantitc'^ 



EG — F2 

ei paramètre différentiel du second ordre, la quantité : 

(44) A.V==g^-^(^_5^^_^^ 



où H = ^/EG — F^ satisfait à l'identité 

d'è = }{dudv. 

(Voir Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, Livre Vil, cliap. i). 
Si A^ (V, W) est la forme polaire de A^ (Y), on a une formule analogue 
à celle de Green : 



//.„v. 




(45) f / Ai (V, VV) 6^S -h / W ^ // + / / WaJ d^ = 0, 



les intégrales doubles étant étendues à un certain domaine pris sur la sur- 
face, et l'intégrale simple étant prise le long du contour de ce domaine. 

Si les fonctions V et W sont régulières sur toute la surface S^ celle-ci 
étant fermée, on peut supposer que le domaine d'intégration comprenne 
toute la surface : Fintégrale simple disparaît alors. 

On déduit de là qu'il n'y a pas de fonction régulière et non «««-H^' qui 
satisfasse soit à l'équation A^V =: 0, soit à l'équation 

(46) Aj:=z:Gte 

sur toute la surface. 

34. — Le paramètre du second ordre A^V peut encore être défini géomé- 
triquement de la manière suivante : par le point M considéré de la surface, 
faisons passer deux géodésiques rectangulaires, — ou encore, deux sections 
normales rectangulai'^es, — et sur chacune de ces lignes, considérons la 

dérivée seconde ~r-^ , où s est l'arc de courbe. La somme -1—2 -+- -t-t^- des 

valeurs de -v-ir sur les deux géodésiques ou sections normales ne variera 
ds^ 

Hadamabd 4 
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pas, lorsque celles-ci tourneront autour du point M, en restant rectangulaires 
entre elles, et sera précisément égale à AgV. 

Il est aisé de déduire de là la relation qui existe entre le paramètre A'^V 
et le symbole AV relatif à l'espace, relation dont l'identité (43) n'est qu'un 
cas particulier. Il suffit de rapporter celui-ci à trois axes rectangulaires 
dont l'un sera la normale Mn à la surface, les deux autres Mx^, Mx^ étant 
tangents respectivement à nos deux sections normales. Ri et R^ élant les 
rayons de courbure de celle-ci, comptés comme positifs dans le sens Mn, 
on aura 

h'Y _ d'Y . 1 ()V 
^xl dsl R^ bn 

^xl ds'l Rg on 
et par conséquent, 

35. — L'équation que nous allons avoir à intégrer est de la forme 

(47) ^2^ = /^ 

/étant une fonction donnée en tout point de la surface. Ce problème n'est 
d'ailleurs possible (V étant une fonction partout régulière) que si Ton a 




(48) / / fdS^Q, 



ainsi que le montre, pour W = 1, l'équation (45) étendue à toute la sur- 
face. S'il est possible, il n'a qu'une seule solution, ainsi qu'il ressort de ce 
que nous venons de dire sur l'équalion A.V = 0. 

Pour intégrer l'équation (47), on se servira de fonctions analogues à la 
fonction de Green dans le plan, c'est-à dire ayant des points singuliers 
logarithmiques. Il n'existe pas de fonction ayant un seul point singulier 
logarithmique et satisfaisant à l'équation A^V = 0, Mais on peut, soit con- 
sidérer, avec M. Picard, une fonction satisfaisant à cette équation et ayant 
deux points singuliers (comme la fonction de M. Klein, considérée au 
no ^5), soit une fonction satisfaisant à l'équation (46) et ayant un seul 
point singulier A, autrement dit régulière partout sauf au point A, et 
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1 . , . M 

infinie en A comme log -, r étant la distance géoclésique h A. Soit g^ une 
telle fonction : 

OÙ H est une fonction régulière sur toute la surface. Prenant, dans la for- 
mule (45), 

W = 1 

TT M 

on a 

/-> /^ /^ 

dn 

Si Ton étend l'intégration à toute la surface^ moins un petit cercle entou- 
rant le point A, l'intégrale simple se réduit à — 2tc et il vient 

KS -h 2tt == 

K étant la valeur constante de ^^2^^» ^^^ ^^ trouve ainsi déterminée. 
Comme précédemment^, on peut disposer de la fonction de A qui reste 
arbitraire dans la définition de g'^ de manière que 

(49) ^r=^M- 

Il suffit pour cela, d'imposer à ^ la condition 



/ / gld^u=^C, 



'S 

c étant une constante indépendante du point A (par exemple, c = 0). 

g^^ étant connu, la solution de l'équation (47) s'obtiendra en appliquant 
la formule (45) (étendue à toute la surface, moins une petite courbe circu- 
laire entourant le point A) aux fonctions V et g^ . Il vient ainsi 

(50) 2^Va =- - / I n^gl ^Sm + De. 

On démontrerait ici aisément que la valeur ainsi trouvée de V répond 
à la question, puisque la difficulté résultant des conditions aux limites 
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n'exisie pas ici. Il suffit de remarquer, d'une part que la fonction g^^, en 
vertu de la relation de symétrie (49), salisfait encore à l'équation (46) 
quand on la considère comme fonclion du point A ; d'autre part que l'ex- 
pression sous le signe / / dans la formule (50), étant irrégulière à la 
façon d'un potentiel logarithmique, la différentiation sous le signe / / 
est légitime pour former le symbole A25 à la condition d'ajouter au résultat 

la quantité — 2TzfA. Or le résultat de cette différentiation sous le signe / / 
est nul, en vertu de la condition (48). 

Sur la sphère, la fonction g'^ s'obtient aisément. D'après la formule (43), 
l'équation (46) s'écrira 



sin 606^"^ 00; ^ sin^ô ôcp^ — ^ 



Si Ton prend pour point 6 :rr= le point A^ g sera évidemment indépen- 
dant de o ; et dans ces conditions, l'équalion précédente admet (à une 
constante additive et à un facteur constant près) une seule solution régu- 
lière pour ^ z= Tz, savoir 

(51) ^r=:-- logsin ^. 

30. -— Revenons maintenant au problème posé. Il nous reste à détermi- 
ner sur une sphère Sq, une fonction régulière Vo satisfaisant à la condition 

D'après les lormules (50) et (51), cette fonction sera 



2"V„= / / ^ (pVJ log sin ^ cfS + Cte, 



ce qui achève de déterminer la solution du problème. Il faut toutefois 
nous assurer que Ton a la condition de possibilité (48)^ soit ici 




(52) / / lipyOdS, 
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Mais cette condition résultera de la condition 




(42) / / cp^^Si-h / / cp,^S,=.0. 




Il suffit en effet de montrer que la relation (52) sera vérifiée sur une 
sphère intermédiaire Sg au moins. 

Or on a, 6^00 étant l'élément de sphère de rayon 1 qui correspond à 



l'élément c^S^ ou dS^ 

V . 

Pi 

V 

Cp2 d^^ =^ (iS.2 = V1P2 d(Si. 

P2 
Donc l'intégrale / / \\^d(j^, étendue à la sphère de rayon p, prend la 

même valeur pour p =z p^ et pour p = p^. Sa dérivée par rapport à p s'an- 
nule donc au moins pour une valeur p^ de p comprise entre p^ et pg, de 
sorte qu'on peut prendre pour S^ la sphère de rayon p^ (^). 

3Î' . — On peut se demander si des considérations analogues à celles que nous 
avons présentées pour la sphère ne permettraient pas de résoudre le deuxième 
problème aux limites pour d^autres surfaces. La réponse est négative, au 
moins pour la méthode telle que nous l'avons développée. Soient, en efïét, 
a, jB, Y les cosinus directeurs de la normale à une surface fermée S et sup- 
posons encore qu'on connaisse, en tout point de S, la quantité 

ô?^ '6X ^y 'àz 

Il faudrait, pour imiter la marche suivie dans le cas de la sphère, connaître 
trois fonctions X, Y, Z, proportionnelles^ sur la surface S, à a, p, y ^t telles 
que l'équation AV = entraîne 

(53) A(xf + Y?Vz^J\ = 0. 



(V Bien entendu, dans ces conditions l'intégrale | I V^p c^w sera nulle, non 

seulement pour une valeur de p, mais pour toute valeur de p comprise entre p^ et 
P2. Il est d'ailleurs aisé de voir comme conséquence de l'équation AVi=: et abstrac- 
tion faite delà condition (42), que cette intégrale est une fonction linéaire de p. 
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Nous avons vu au n» 30 qu'il en était ainsi pour X = x, Y,= ?/, Z = ^; et 
ce fait nous est apparu comme une conséquence de celui-ci ^ que 

ôV ôV ôV 

est une transformation infinitésimale d'un certain groupe à un paramètre. 

Inversement, X, Y^ Z étant trois fonctions qui donnent lieu, pour toute 
fonction harmonique, à la relation (53), considérons le groupe à un para- 

mètre qui a pour transformation infinitésimale X~ +Y- t-Zr— • au- 

^ ^ ^x ^y ^z 

trement dit, écrivons les équations différentielles 

dx' dy' dz' 

et soit 



d\ 



' = 1 [x, y, z,\) 
(54) \ y' = r, {x, y, z, l) 

( z^ =l[x,y,z,l) 

la solution qui, pour X = 0, se réduit à x, y, z. Le premier membre de la 

relation (53) peut s'écrire ~V \Y{^x',y',z') et dans l'hypothèse où nous nous 

plaçons, celte quantité est nulle, pour une valeur quelconque de X, si la 
transformation (54) correspondante conserve l'équation AV 0. 
Or, les conditions, pour qu'il en soit ainsi, sont : 






(55) 



hxj ' \()xj ' \i)xj \^y / ' \^y / ' \^y^ 
^x'Y /w'Y /ô^'^' 

^x' ^x' hy^ x^y' ^z' hz' ^x' bx' hy^ u/ 'àz' hz' 

^,y hZ ô// hz ^y hz ' ^z hx ^z hx hZ ^x 

hx' ^x' ô?/^ by' hz^ dz' ^ 

bx ô?/ bx dy ()x (>y ' 

,^^, ^V/ ^x' -à'x' ôh/' -d'y' bh/ d'z' -b^z' h^z' ^ 
^ ^ hx'^ ' ôjy- bz" dx'^ ôz/^ ^ hz- bx- by'^ bz'^ 

dV ôV 5V 

Donc, si la transformation X; HYt HZ—- conserve l'équation AV = 0, 

' bx oy ôz 

les dérivées par rapport à X des premiers membres des équations (55) et (56) 
doivent être nulles en même temps que ces premiers membres eux-mêmes, 
— ce qu'il est aisé de vérifier directement. 
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Les conditions (55), (56) sont d'ailleurs vérifiées pour X — 0, puisque x\ y', 
z se réduisent à x, y, z. Donc, elles sont vérifiées pour toute valeur de X. 

Mais les équations (55) définissent les transformations conformes de l'es- 
pace, et les équations (56) excluent à leur tour toute transformation autre 
que les déplacements et les similitudes. 

Si Ton adjoint la condition que X, Y, Z soient les paramètres directeurs 
de la normale à une surface formée^ il est aisé de voir que cette surface ne 
peut être autre qu'une sphère. 



, 7. — PROBLÈMES MIXTES 



38. — Nous nous sommes jusqu'ici occupés du problème dans lequel la 
dérivée normale était donnée sur toute la surface limite. Il ne faudrait pas 
croire que ce problème et celui de Dirichlet dans lequel les valeurs de la 
fonction V elle-même sont données sur toute la frontière soient les seuls 
que nous puissions avoir à résoudre. Non seulement, en théorie de la 
chaleur, on rencontre des questions analogues dans lesquelles interviennent 

les valeurs de -^ \- hY {h étant un nombre négatif). Mais, même en Hy- 
drodynamique, on est, en général, conduit, non au problème de Dirichlet ou 
à celui que nous venons de traiter, mais à un problème mixte dans lequel 
les valeurs de la fonction harmonique cherchée V sont données sur une 
partie de la surface et celle de sa dérivée normale sur l'autre partie (^). 

Comme les précédents, ce problème, s'il a une solution, n'en a qu'une 
seule ; le raisonnement classique par lequel, on démontre ce fait, pour les 
deux premiers problèmes s'applîquant encore sans modification. Mais ce 
résultat négatif est presque le seul que nous possédions à son égard. 

39« — L'étude d'un cas limite permet de se rendre compte au moins 
de la nature de la difficulté. Proposons-nous de résoudre le problème 
pour la portion de l'espace située au dessus du plan des œ y, la valeur de 

-T- étant donnée en tout point de ce plan à l'exception d'une certaine 

aire S dan^j laquelle on donne V lui-même. On impose en outre à la fonc- 
tion V la condition de s'annuler à Tinfini à la façon d'un potentiel (les 



(1) Ce problème pourrait, à la rigueur, être regardé comme un cas particulier de 
celui qu'on étudie en théorie de la chaleur, en considérant h tantôt comme nul, 
tantôt comme infini. 
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valeurs données à la frontière étant supposées bien entendu compatibles 

avec cette condition). Le problème est alors déterminé. 

Si la valeur de V était donnée sur tout le plan, la solution serait un po- 

V . ,,.,,.' 

tentiel de double couche d'épaisseur ^ . Si au contraire la dérivée était 

. , 1 <iV 

donnée partout, V serait un potentiel de simple couche de densité ^ -^ 

Nous prendrons comme inconnues auxiliaires les valeurs de la densité 
de cette simple couche dans l'intérieur de l'aire S. Celles-ci seront déter- 
minées par la condition que le potentiel correspondant ait, dans cette aire, 
des valeurs connues (savoir, les valeurs données diminuées de celles que 
prend le potentiel de la simple couche extérieure à S). 

Le problème ainsi posé : distribuer sur une aire lùnitée donnée 2, une 
simple couche dont le potentiel ait une valeur donnée en chaque point 
de S, peut être ramené au problème de Dirichlet de la manière suivanle. 

Sur la normale à S, portons de part et d'autre de très petites longueurs X 
s'annulant au contour. Nous formons ainsi deux feuillets constituant par 
leur ensemble une surface fermée S. Le problème qui consiste à trouver 
sur S une simple couche de potentiel donné en chaque point n'est autre 
que celui de la distribution électrique sur S (supposée placée dans un champ 
électrique donné) ; il se ramène au problème de Dirichlet. La densité cher- 
chée sur S est évidemment le double de la limite vers laquelle tend la 
densité sur S, lorsque les longueurs X tendent vers zéro. 

Lorsque l'aire I^ est circulaire ou elliptique, on peut prendre pour S 
un ellipsoïde infiniment aplati ayant S pour section principale. 

Les méthodes connues pour la résolution du problème de Dirichlet sur 
l'ellipsoïde donnent alors la solution du problème. 

Le procédé précédent ne s'applique malheureusement pas (du moins 
sous la même forme) hors du cas de la frontière plane (lequel est dépourvu 
de signification réelle). Considérons ])ar exemple une sphère dont la surface 
est divisée en deux parties dans l'une desquelles S, on donne la valeur de V 

pendant que la donnée est ^— dans le reste. Si S se réduisait à 0, la valeur 

de la fonction harmonique V serait donnée par la formule (31). Si donc 

.dV , . 

on prend pour inconnues auxiliaires les valeurs do ^^ dans l'aire S, on 

devra les déterminer par la condition que l'intégrale 

4-11 
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ait des valeurs données sur E. C'est un problème beaucoup plus difficile 
que le premier : il appartient il est vrai, à une catégorie de questions qui 
ont été résolues par les récentstravaux de M. Fredholm (^).Mais celle solu- 
tion est de forme relativement compliquée. 

40. — Il existe cependant quelques cas exceptionnels où le problème 
mixte se ramène aisément à celui de Dirichlet. Tels sont, par exemple : 

le cas d'un prisme ou d'un cylindre droit (l'axe des z parallèle aux 

d\ 
arêtes), V étant donné sur la surface latérale et ,— sur les bases. La fonC- 

tion harmonique — sera alors donnée par les conditions de Dirichlet; 

celui d'une portion de sphère limitée par un angle polyèdre ou un cône 
ayant son sommet au centre, Y étant donnée sur la surface polyédrique ou 

conique, -r- sur la surface sphérique. (Un cas particulier remarquable est 

celui de la demi-sphère, la surface polyédrique étant réduite à un plan). 
On opérerait comme au n" 30 ; 

celui d'une portion de volume de révolution limitée à deux plans menés 

par l'axe, -%~ étant donné sur ces plans et Y sur la surface. On prendra 

pour nouvelle inconnue la fonction harmonique (comme en s'en assure 

aisément par les considérations des n°^ 30 et 37) x ii —- (où Taxe des ^ 

^ ' m -^ ^x ^ 

est l'axe de révolution). 

On calculerait également sous forme de série de fonctions sphériques 
(comparer 29 bis) une fonction harmonique dans l'espace compris 
entre deux sphères concentriques et donnée par des valeurs sur une des 
sphères, celle de sa dérivée normale sur l'autre. 

41. — D'autre part, on généralise sans difficulté au problème mixte la 
théorie de la fonction de Green que nous avons appliquée au problème de 
Neumann, Seulement cette fonction de Green est en général inconnue. 

4 j 6is^ — Il est clair, comme au n^ 5, qu'on ne doit pas considérer comme 
essentiellement différent du problème dont nous venons de parler, celui 
dans lequel, avec les mêmes conditions aux limites, on aurait affaire, non 
plus à l'équation de Laplace, mais à l'équation (2). 

(1) Voir entre autres G.-R Ac. des Se, 27 janvier-30 juin 1902. 
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LES ONDES AU POINT DE VUE CINÉMATIQUE 



§ 1. .-- RÉSULTATS CLASSIQUES (i) 
a) Résultats relatifs aux déformations 

4t^. — La position d'un milieu déformable^ tel qu'un fluide, est définie 
lorsque l'on assigne la position de chaque point : autrement dit, lorsque 
les coordonnées x, y, z d'un point quelconque sont données par des rela- 
tions de la forme 

( ^ = Fi (a, h, c) 
(1) ^ = F, [a, h, c) 

[ z ~ F3 (a, 6, c) 
a, &, c, étant des paramètres destinés à distinguer les uns des autres les 
différents points du fluide, par exemple les coordonnées qu'avaient respec- 
tivement les points dans une position déterminée de ce milieu. 

S'il y a mouvement, c'est-à-dire si la position du milieu dépend du 
temps t^ les formules (1) deviendront 

r ;r = Fi (a, h, c. i^) 
(10 ij = Y,{a,h,c,t) 

( ^ = F3 {a, h, c, t): 

La figure formée par l'ensemble des points dont chacun a pour coordonnées 
cartésiennes les valeurs de a, b, c correspondant à un point du milieu sera 
dite Yètat initial àe ce milieu. Cet élat initial pourra être, par exemple, 
celui où se trouvait le milieu à un instant déterminé t^ de son mouvement. 



(1) Voir Lord Kelvin et Tait, Treatise of natural philosophy \ Kirchhoff, Méca- 
nique ; Traité de Mécanique rationnelle, de M. Appell, tome III, ch. xxii et xxiii. 
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Mais il n'est pas nécessaire qu'il en soit ainsi, ni même que Tétat initial 
soit physiquement réalisable ; son rôle se borne à permettre d'exprimer 
mathématiquement que la particule qui, à l'instant ù.^y occupe la position 
(^2^ ^2' ^2) ^^^ ^^ même qui, à Tinstant t^^ était en (x^, y^, z^ : on recon- 
naîtra qu'il en est ainsi lorsque les valeurs de a, h, c qui, pour t = t^, 
donnent x = x^^ y =z y^^ z = z^ seront les mêmes qui, pour t ^=: t.^, 
donnent x = x^, y "= y2, z = z^. 

Rien ne nous empêchera, le cas échéant, de changer d'état initial ; autre- 
ment dit, d'exprimer a?, y, z, dans les formules (!'), non plus en fonction 
de a, &, c, mais en fonction d'autres paramètres a\ h' , c', pourvu que ces 
derniers soient fonctions uniquement de a, h, c, et non du temps, a, 6, c 
étant également calculables en fonction de a' ^ h\ c' , 

43. — ■ Dans le cas particulier où on considère l'état inilial comme une 
première position occupée par le milieu, les formules (1) définissent une 
déformation permettant de passer de cette première position à celle dans 
laquelle les coordonnées sont oc, ?/, z. 

On nomme déformation identique celle dans laquelle la seconde position 
coïncide avec la première, les fonctions F^, F2, F3 n'étant respectivement 
autres que a, 6, c. 

44. — Il sera toujours supposé que les équations (!'), lorsqu'on y donne 
Xy y, z et ^, admettent une solution unique en a, h, c : autrement dit, qu'à 
un même instant ^, deux particules différentes ne peuvent occuper la même 
position. Ceci exprime évidemment Vi7npé7iélrabilité de la matière. 

45. — Nous supposerons également que les fonctions ^, ly, z sont en 
général continues. Nous remarquerons toutefois qu'en ce qui concerne la 
continuité par rapport à a, h, c, cette seconde hypothèse est beaucoup 
moins légitime que la première. C'est ce dont on se rendra compte en 
remarquant que deux liquides ou deux gaz mis en présence finissent en 
général par se mélanger : dans ce cas il est clair que des molécules séparées 
primitivement par des intervalles finis, — à savoir celles qui appartiennent 
respectivement aux deux fluides et n'étaient pas primitivement situées sur 
leur surface de contact —, viennent plus tard en contact immédiat les 
unes avec les autres. 11 n^ a évidemment aucune raison de supposer que 
les différentes parties d'un même fluide ne diffusent pas les unes dans les 
autres comme le font les molécules de deux fluides difïérents : s'il en est 
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ainsi, x^ y, z^ tout en étant continues par rapport à t^ seront des fonctions 
totalement discontinues de a, h, c. 

Malgré cela, l'hypothèse de la continuité semble, dans un grand nombre 
de cas, rendre un compte suffisant des phénomènes. Nous l'adopterons 
dans ce qui va suivre et nous supposerons même les fonctions^, ?/, z 
dérivables en général. 

45^'^ — 1! est clair que ceci limite, dans une certaine mesure, ce qu'il y 
a d'arbitraire, d'après ce que nous avons dit plus haut dans le choix de 
Tétat initial : lorsque nous remplacerons les coordonnées initiales a,h, c. 
par d'autres a' , h\ d ^ il faudra que celles-ci soient des fondions dérivables 
des premières. 

40. — Nous n'excluons d'ailleurs pas — et nous étudierons plus loin — 
le cas où les fonctions a?, y, z seraient discontinues, par rapport à a, 6, c, 
sur des surfaces isolées. 

En particulier, tandis qu'il ne peut jamais arriver, en verlu de notre 
première hypothèse (n° 44), que deux portions du milieu pénétrent l'une 
dans l'autre, l'inverse peut avoir lieu ; il peut fort bien se faire que deux 
régions primitivement contiguës se séparent l'une de l'autre, de manière 
à creuser une cavité entre elles. 

On suppose toutefois, sauf indication contraire, — et c'est aussi ce que 
nous ferons dans ce qui va suivre —, que de telles cavités ne se 'produisent 
'pas, se réservant de traiter à part les cas où elles prendraient naissance. 

47. — Nous allons rappeler d'abord les principes relatifs aux déforma- 
tions. 

Les équations (1), différenciées, donnent 

!dx :=^ a^da -^ h^ dh 
dy ■=. a^^da ~\- b^ dh 
dz ^=. a^da -h h^ db 



c^dc, 
C3 de. 



tti, 61, Cl, â^2J ^2? ^2? ^3? ^3' ^3 étant les dérivées partielles de œ,y, z par 
rapport à a,b,c. Le déterminant 



(3) 



^X 


^x 
ô6 




01/ 


tb 


b^/ 
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ds- 


t)^ 


ôa 
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5c 
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déterminant fonctionnel de x, y^ z par rapport à a, h, c, ne saurait changer 
de signe lorsqu'on fait varier a, 6, c ; sans quoi il est aisé de voir que ce 
changement de signe ayant lieu suivant une surface de position initiale S^ 
et de position actuelle S, les régions du milieu initial voisines de Sq et 
situées de part et d'autre de S(j donneraient, dans le milieu actuel, des 
régions contigues à S et situées du même coté de S : ce qui est contraire 
à l'hypothèse faite au n*^ 44. Le déterminant D ne saurait non plus, dans 
l'équation (1^), s'annuler, quels que soient a, h, c, pour une certaine valeur 
de t^ sans quoi on sait que qg^ y, z ne seraient pas des fonctions distinctes 
de a, h, c, contrairement à la même hypothèse. Ce déterminant aura donc 
un signe invariable ; nous le supposerons toujours positif (^). Ce détermi- 
nant D est lié à la densité o du milieu au point considéré. Celle-ci est en effet 
définie par la condition que l'élément de masse dm soit égal k p dx dy dz. 
Ce même élément étant, d'autre part, égal à p^ dadbdc, où p^est une fonc- 
tion de a, &, c indépendante de t, on a 

(3') n = '~°; 

nous supposerons que p n'est jamais infini, de sorte que D ne s'annule pas. 
On désiofue encore le détern:)inant D = ^ sous le nom de dilatation de 
l'état {œ, ?/, z) par rapport à l'éiat (a, h, c). 

4^. — Si le milieu considéré n'occupe qu'une portion limitée de 
l'espace, il est impossible (dans les hypothèses théoriques que nous avons 
adoptées) qu'un point situé sur la surface limite dans l'état initial de- 
vienne ensuite un point intérieur ou inversement. Car un petit arc de 
courbe à tangente variant continûment comprenant le point en ques- 
tion se changera nécessairement en un arc analogue, lequel sera ou ne sera 
pas nécessairement compris tout entier dans le milieu, suivant que ce point 
est ou non intérieur. 

49. — Si l'on se borne à étudier ce qui se passe au voisinage d'un point 
déterminé du milieu en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur 
et que, dans chacun des espaces initial et actuel, on transporte l'origine 



(i) Il est clair que ceci apporte une nouvelle restriction au choix de l'état initial. 
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des coordonnées en ce point, on pourra remplacer, dans les formules (2), 
da, dh, dc^ dx^ dy, dz par a^ h, c, x, y^ z et écrire 

~{^') j y --=za^a -^h^h -\- c^c 

La déformation du milieu autour du point considéré coïncide donc 
sensiblement avec celle qui est définie par la substitution linéaire (2'). 

Géométriquement parlant, la transformation (nommée quelquefois affi- 
nité) définie par les équations (2^) est une transformation homographique 
qui conserve le plan de Pinfini. Elle peut être considérée comme caracté- 
risée par la propriété de changer deux droites parallèles quelconques en 
deux droites parallèles et d'altérer dans un même rapport deux segments 
quelconques pris sur ces deux droites. 

oO« — Les équations (2') peuvent, en général, on le sait, être mises 
sous la forme 

(4) X = s,A, Y = 5,B, Z=:s,C, 

où A, B, G sont des fonctions linéaires de a, b, c et X, Y, Z désignent les 
mêmes fonctions de œ, y, z ; les nombres 5^, s^^ s^ étant les racines de 
Féquation 

(5) ^2 b^ — -s ^2 =0 



a,~ 


s 


h 


Cl 


«a 




b^ — s 


C2 


«3 




h 


Cj — s 



mais lorsque l'équation précédente a des racines multiples, il n'est pas tou- 
jours possible de réduire la substitution (2') à la forme (4). Déplus Téqua- 
tion (5) peut avoir des racines imaginaires. 

Une autre forme donnée à la substitution (2^), et qui a une bien plus 
grande importance en mécanique des fluides, est, au contraire, toujours 
possible sous forme réelle : c'est celle qui fait intervenir la notion de 
dèfo rma tion p ure . 

On dit que la substitution (2^) représente une déformation pure lors- 
qu'elle peut être mise sous la forme (4), les plans A =: 0, B = 0, G =: 
formant un trièdre trirectangle. La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il en soit ainsi est que la quantité 

(6) 0!7da + ydb -h zdc 

soit une différentielle exacte, autrement dit, que le déterminant (3) soit sy- 
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métrique: La première partie de cette proposition fait partie de la [théorie 
connue des surfaces du 2' degré; la seconde résulte de ce que l'expression 
(6) est invariante par tout changement de coordonnées rectangulaires 
effectué simultanément sur oc, y, z et sur a, h, c, et de ce que, d'autre part, 
lorsqu'on prend pour nouveaux plans cordonnés les plans A = 0,B = 0, 
C= 0, (ce qui est possible s'il s'agit d'une déformation pure), les équa- 
tions (4) deviennent 

On voit, d'après cette dernière forme, que la déformation pure revient à 
un système de trois dilatations effectuées dans des directions rectangulaires 
entre elles. 

51. — Toute déformation de la forme (2') peut être remplacée par une 
rotation précédée ou suivie d'une déformation pure. Il suffit, à cet effet, de 
considérer Y ellipsoïde des dilatations ou Vellipsoïde de déformation. On 
nomme ainsi, dans une déformation quelconque défmie par les équations (1), 
Pellipsoïde cp=: i, (p étant la forme quadratique défmie par l'identité 

cp [da, dh, de) — (1 + 2s J da^ 4- (1 -\- 2e,) dh^ -4- (1 +283) de" 
-i- 2^(^db de -^ 2 Y.^ de da + 2 y.3 da db ^ dx^ + dy^ -l- dz^ 

Les coefficients £j, £3, ^3, Ti, T2' T3 ^^^^ figurent dans la formule précé- 
dente, c'est-à-dire les quantités données par les formules 
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Yi 


^X hX 
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^2 = 


hx ^x 'ày ô^y 
ôc ôa de ôa 


+:i 


^z 
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T3 = 


hx Ù.X 

" Sa Ô&' "^ 


ôa ^b 


5:3' d^ 

^a db 









èzy 
hb) ' 



ont difes les eo7nposantes de déformation, La dilatation D est une fonc- 
tion de £1, £3, £3, Yi, Y2» T3 ■' ^^^ ^^ discriminant de ^ est égal à D^. 

Lorsque la déformation est de la forme (2^), l'ellipsoïde de déformation 

{!') o{a,b,c)=^i. 

est le lieu des points qui, une fois cette déformation effectuée, se trouvent 
sur la sphère 

^2 ^ ^2. _|_ ^2 __ 1^ 



Hosted by 



Google 



64. CHAPITRE II 

Trois plans diamétraux conjugués de la quadrique (7') deviennent, par 
la déforrnallon (2'), trois plans rectangulaires. Il existe donc un trièdre 
tri rectangle T et un seul auquel correspond un trièdre trirectangle T' : 
c'est celui qui est lornié par les plans principaux de la quadrique en 
question. Une rotation de l'un des deux espaces amènera les deux trièdres 
T, T', à coïncider, après quoi il ne restera plus, pour faire coïncider entiè- 
rement les deux milieux, qu^à effectuer une déformation pure. 

Si la substitution (2') est une déformation pure, la quadrique /*= 1 
définie par l'identité 

1 

(6') î) df^= xda -H ydh -h zdc 

a les mêmes plans principaux que l'ellipsoïde (7^), les axes de Tun ayant 
pour longueurs les carrés de ceux de l'autre. C'est ce qui se voit immédia- 
tement en prenant la déformation pure sous la forme {A'). 

5^. — Tous ces résultats relatifs aux déformations sont bien connus 
mais nous devons insister un instant sur un cas particulier auquel on 
peut, comme Tout fait lord Kelvin et Tait, rattacher le cas général par la 
considération des sections circulaires de l'ellipsoïde [!'), 

Soient P un tel plan de section circulaire, P^ son homologue : un cercle 
tracé dans le plan P a pour transformé un cercle du plan P' : autrement 
dit toutes les lignes du plan P sont dilatées dans le même rapport, de sorte 
que toute figure du plan P est semblable à son homologue du plan P^ 
Pour transformer le milieu initial en un autre qui soit semblable au mi- 
lieu ï}pe^ (autrement dit qui s'en déduise par une homothétie et un dépla- 
cement), il suffira donc de lui faire subir une déformation de la forme 
(2^) dans laquelle tous les points du plan P resteront inaltérés. Ce sont de 
telles déformations que nous allons étudier spécialement. 

Si, pour simplifier, nous prenons pour plan des œy le plan P, les for- 
mules (2') s'écriront évidemment 

(8) \ y = '^-^ f^c 

^ z = c{\ ~\- v), 

puisque pour e = on doit avoir ^ = a, ;?/=:&, xr =: c 

Les formules ainsi écrites montrent que les déplacements de tous les 
points ont même direction et sont proportionnels aux distances de ces 
points au plan P. Pour connaître entièrement la déformation en question, 
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T'ig4' 



f 





m^ 




il suffira de se donaer le segment (X, ^, v). Ce segment, qui représente le 
déplacement d'un point situé à l'unité de distance du plan P, peut donc 
être appelé le segment caractéristique de la déformation. 

Le triangle M^moM {fig, 4) formé par un point quelconque Mq, sa pro- 
jection sur P et sa nouvelle position 
après la déformation, est constamment 
semblable au triangle analogue formé à 
l'aide d'un point déterminé situé à l'u- 
nité de distance du plan P et ayant 
pour un de ses côtés le segment carac- 
téristique. 

Pour que l'on ait affaire à une dé- 
formation pure, il faut et il suffit que 
X = (j. rr= 0, c'est-à-dire que le segment caractéristique soit normal au 
plan P : la déformation se réduit alors à une dilatation normale à ce pian. 
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi; nous pourrons toujours néanmoins 
supposer |ji = 0, en prenant pour plan des ooz un plan parallèle au seg- 
ment caractéristique. Prenons ce plan pour plan du tableau. 

Soit M la position finale du point situé primitivement en M^ dans le 
plan du tableau. La perpendiculaire élevée au milieu de MqM, dans ce 

plan, coupe le plan P en un point 
(fig. 5) tel que OM = OMo- Par un 
second point 0' appartenant égale- 
ment à la trace du plan du tableau 
sur le plan P, menons une droite 0' 
M'o égale et parallèle à OMq. Le paral- 
lélogramme OMoO'M'oSe transfor- 
mera en un autre parallélogramme 
^^è- ^ MO^M' : il se sera déformé à la 

façon d'un parallélogramme articulé. 

De cette déformation, il est aisé de déduire le déplacement d'un point 
quelconque N^ du plan du tableau. Si en effet, par ce point, nous menons 
une parallèle à OM^, laquelle coupe 00' en w et Mq M'q en [i^, ce point (Iq 
pourra évidemment être considéré comme entraîné par le mouvement de la 
base supérieure M^M'^ du parallélogramme articulé : ce qui fera connaître 
sa nouvelle position jjl. En prenant alors, sur la droite w[jl, un segment wN 
égal à coNq, on aura la nouvelle position du point N^,. 

Le mouvement d'un point non situé dans le plan du tableau sera d'ailleurs 
défini par celui de sa projection sur ce plan. Au reste, pour obtenir en 
Hadamard 5 
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même temps les déplacements de tous les points de l'espace, il suffirait 
évidemment de remplacer notre parallélogramme articulé par un parallélé- 
pipède droit articulé, ayant pour base ce parallélogramme. 

58.— Si Pon a pris 00' égal à OxM^, le parallélogramme OM^ O'M'q est un 
losange, et il reste tel après délbrmation. Les deux diagonales de ces losanges 
et la perpendiculaire au plan du tableau constituent donc les axes du Irièdre 
T qui est tri-rectangle tant dans Télat initial que dans l'étal final. Si Ton 
veut décomposer la déformation en une déformation pure et une rotation, 
celle-ci a pour axe la perpendiculaire au plan du tableau et pour angle, 

celui dont tournent les diagonales du losange, soit ~^,^-". 

54. — Le rapport des densités, autrement dit le rapport dans lequel est 
altéré le volume du parallélépipède articulé, n'est évidemment autre que le 
rapport dans lequel est altérée la surface du parallélogramme qui lui sert 
de base, ou encore la hauteur de ce même parallélogramme : on aura donc 

p 

V étant la composante normale du segment caractéristique. 

Si cette composante est nulle, il est clair que toute figure située dans un 
plan Pj^ parallèle à P subit, dans son plan, une simple translation parallèle 
à la direction fixe (^, [.x, 0) et proportionnelle à la distance des deux plans 
P Pi. Une telle déformation prend le nom de glissement. 

En décomposant le segment caractéristique en deux, dont [l'un soit pa- 
rallèle au plan P et l'autre perpendiculaire à ce plan, on décomposera la 
déformation qui nous occupe en un glissement et une dilatation pure. 

55. -— Si le plan F*, au lieu d'être le plan des œjf^ a.yaLit pour cosinus 
directeurs a, p, y, les formules (8) seraient évidemment remplacées par 

!^ = a -4- X (aa H- p& -h yc), 
y = b -\- [i (aa --h p6 -H YC), 
z = c -\- V (aa -+- ?>b -+- Yc), 

Le segment caractéristique serait celui qui aurait pour projections X, [x, v, 
et le rapport des densités, lié, comme nous l'avons vu, à la composante 
normale de ce segment, serait 

(10) &) ^ i -^_ Xa -h |i3 + VY. 
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Ce apport serait également celui dans lequel serait altérée la dislance 
d'un point quelconque au plan P. 

5(5^ „ Oe qui précède nous permet de nous représenter, dans le voisinage 
d'une surface S, une déformation (non plus homographique, mais quel- 
conque) qui laisse inaltérés tous les points de cette surface. Celle-ci 
pourra en eiïet, au voisinage d'un quelconque de ses points^ élre assi- 
milée à son plan tangent, de sorte que le déplacement d'un point quel- 
conque Mo de l'espace voisin de 0, s'ob|tiendra en multipliant un segment 
déterminé (X, jji, v) par la distance normale du point M^ à la surface. Bien 
entendu le segmenl(A, ^, v) varie avec la position du point sur S. Les 
dérivées partielles de x, y, z par rapport à a, h, c, au point 0, seront 



(11) 



^x . 

.— m. 1 -f- 
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Aa, 


S = ^^' 


^X . 






i=.+.p, 


Ml 






::;'=•'?•. 


^£ =. 1 . 

àC 



■^ vv, 



a, p, Y étant les cosinus directeurs de la normale à S en 0. La dilatation 
en ce point, égale au rapport dans lequel sera changée la plus courte distance 
du point Mq à S, sera donnée par la formule (10), laquelle représente 
d'ailleurs bien le déterminant du tableau (11). 

oT. — Déformations d'ordre supérieur. — Si après avoir tenu compte, 
comme nous l'avons fait, des infiniment petits du premier ordre dans 
une déformation quelconque, on voulait faire intervenir les infiniment 
petits d^ordre supérieur, on serait conduit, dans le cas général, à une 
étude extrêmement compliquée et qui semble actuellement inutile. Nous 
n'aurons besoin de faire cette étude que dans un cas extrêmement parti- 
culier, tout à fait analogue à celui que nous venons de traiter. 

Nous considérerons une déformation qui, non seulement laisse inaltérés 
tous les points d*une certaine surface S, mais coïncide en chacun de ces 
points avec la déformation identique aux infiniment petits du n^^me 
ordre près, c'est-à-dire est telle que toutes les dérivées partielles de ^, y, z 
par rapport h a^ h^ c jusqu'à l'ordre n — 1 inclusivement soient nulles sur 

S, à l'exception des dérivées ~ y —-y — qui seront égales à 1 . Cherchons les 

relations qui auront lieu, dans ces conditions, entre les dérivées d'ordre n. 
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La méthode dont nous allons nous servir pourrait d'ailleurs remplacer 
celle que nous avons employée au n"" précédent, pour le cas de n = 1. 
Soit d'abord, pour fixer les idées, n = 2 et désignons par 

/•(a„è, c)=0, 

l'équation de S et par fa, /i,, te ^es dérivées partielles -^> -^' ~. 

La relation 

a lieu par hypothèse en tous les points "de S. Nous pourrons donc la dif- 
férencier sur cette surface : autrement dit, la relation 

da -h ---- dh H- ~— - de = 0. 

aura lieu pour toutes les valeurs de da^ db, de qui satisfont à la relation 

(12) fada -^ fdh -^ f,dc = 0, 

ceci donne 

De même les équations — =: 0, ~ = différenciées sur S, donneront 

h^X h^X 'à-X 

àÔM) ^b^ ôëôc 

fa fb fc 

ô^.r ^^x h^X 

ôaôc ô7>ôc ôç^ 

fa fh fc 



h'x 


Î)-X 


M^b 


ôaôc 


fo ~ 


ir 



De ces relations, résulte, en somme 

(13) 



b'X (^^X h^X h^X ^^X 'b^-X 

^d^ X)abb ôaôc ___bb'^ __ ôô&c ^c^ 

17- "~ M " ~fâtc '^l\'''Wc~ f? 



ou, en désignant par 1 la valeur commune des rapports précédents, 

b^X . ,^ ô^^ . ,^ 'à^x 



(14) 



<X/ •^ n p X '\ J^ -P ■" 
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relations que Ton peut exprimer ainsi : l'équation symbolique 



ô , ô ,, ô 



(14') ( — da -^ ~:dh-^--dc\xr=:z \[f,,da + f^dh -h f^do) 



^2 



ôa ôè ôc 

est une identité par rapport aux différentielles da^ db, de. 

Si nous remarquons que la différence œ — a est nulle, au point consi- 
déré de S, ainsi que ses dérivées premières, nous voyons qu'on peut écrire, 
aux infiniment petits près du troisième ordre, 

(15) X := a -\- -'iy . 



De même, en introduisant de nouveaux nombres p., v, on pourra écrire 
(15') 






z = c -i- 4)- 

58. — Les quantités fa, /&, fc sont proportionnelles aux cosinus direc- 
teurs a, p, Y de la normale à S. Elles sont même respectivement égales à ces 
cosinus directeurs, si Téquation de S a été prise sous une forme convenable. 
Supposons qu'il en soit ainsi : alors f représentera, aux infiniment petits 
du second ordre près, la distance normale S du point (a, h, c) à S. Nous 
voyons alors que la déformation considérée est connue, aux infiniment 
petits du troisième ordre près, dès qu'on se donne en chaque point m de S 
le segment (X, jji, v). Le déplacement d'un point quelconque M^ voisin de 
S s'obtiendra en menant de ce point la normale M^m =rr S et multipliant 

par ~y le segment (X, \i, v) correspondant au point m. Un petit segment de 

normale à S deviendra, dans la déformation, un segment de parabole. 

50. — Les choses se passent d'une façon tout analogue pourn supérieur 
à 2. Par hypothèse, on aura (pour _p -^ q -\- r =^ n — 1) 



mv ô62 ôc'' 
laquelle, différenciée sur S, donnera 



= 



ôa^ + i hh^ -be ~^ mi> m + ^ î)c'- ^ "^ x^av hb'i ^e + '^ " 
moyennant la relation (12) et, par conséquent, 



hap + ^ dôî ^e ' ''' ôa^ ^U + ^ ^e ' '^ ^aP ô6 ôc^' + ^ 
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Autrement dit, le rapport 

(16) ^T^JI^ = (/"«^ A) (P + ^i + '■ = -) 

est indépendant du choix des indices p, q, r, pourvu que leur somme soit 
égale à n. C'est ce rapport que l'on désignera par X et il existera de même 
deux autres nombres [J-, v tels que Ton ait 



(1 


6') 












ce 


qui 


donne encore 


î 








Vôa 


cla 


4- 


d 


dh 








da 


-h 


55 


dk 








da 


H- 


c) 


dh 



^a^'W^^c 



— (ic j ^ = A [fada -f- fidh -i- /cC^c)" 

- ^ 6)?C j ^ = \J^[fada -4- /LC^^ -H /eC^c)'* 

- -- de J ^ zr= V (/"a^^*^ -^ fhdh -\- fcdcy\ 

Supposons encore l'équation de S prise de manière à ce que /"représente 
la distance normale du point [a, h, c) h S et /^„ /J,, fc les cosinus directeurs 
de la normale à S. Nous voyons que le déplacement d'un point voisin de S 

est de la forme ( — , , —t, --t . Les petits serments de normales à S se 

\ n ! n / ' n! I ^ ° 

transformeront en segments de paraboles de degré n. 

00. — La densité, dépendant de dérivées du premier ordre, reste inaltérée 
dans les déformations d^ordre supérieur que nous venons de considérer : 
ses dérivées d'ordre au moins égal h n — 1 sont seules modifiées. Il est 
aisé de voir quelles seront ces modifications pour Tordre n — 1. 

Partons, en effet, des formules (3), (3^) : ici tous les éléments du déter- 
minant D sont égaux à zéro, sauf ceux de la diagonale principale qui ont 
la valeur 1. Formons la dérivée 

Sai^WSc" 7 ~~ ha^' ôè? ôc'' ' 

Tant que nous ne ferons pas porter tout le poids de la différenciation 
sur un seul et même élément, le terme obtenu sera nul, puisqu'il n'y 
figurera que des dérivées d'ordre inférieur a /i, lesquelles sont nulles par 
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hypothèse (sauf celles d'ordre ^m). Si, d'autre part, nous faisons subir 

l'opération — j-j ^, à un élément non principal, nous devrons multiplier 

le résultat obtenu par le mineur relatif à cet élément, lequel est nul. 1 
ne reste donc que les trois termes obtenus en dérivant n — i fois les élé- 
ments de la diagonale principale : soit (puisque les mineurs correspondant 
à ces éléments sont égaux à 1) 

et par conséquent, en vertu des formules (16), (16'), 

(1^) J^^ (?) = f^' r^" f' ^'-f" -^ ^'^ - "f') ■' 

par exemple, pour n = 2, on aura 

Dans les formules précédentes, on peut (ce qui nous sera utile un peu 

plus loin) remplacer D == ~ par la quantité log D, dont la dérivée par 

P 
rapport à D est égale à 1 sur S (ceci est vrai même pour la formule (17), 
les termes qui, au premier membre de celle-ci, contiendraient les dérivées 
d'ordre supérieur du logarithme, étant nuls, en vertu des hypothèses 
faites). 

h) RésicUats relatifs aux vitesses 

dt. — Après nous être occupés, dans ce qui précède, de la déformation 
représentée par les formules (1), passons à l'étude du mouvement propre- 
ment dit, c'est-à-dire taisons varier t dans les formules (1'). 

Dans ces conditions, le système de variables indépendantes employé jus- 
qu'ici, — savoir les coordonnées initiales <2, h^ c et le temps i( — n'est pas 
le seul que l'on ait à considérer. On peut aussi avoir à exprimer les di- 
verses quantités sur lesquelles on opère en fonction des coordonnées ac- 
tuelles œ, y, z et de t. Lorsqu'il y aurait lieu à confusion, nous désignerons 
les dérivées prises dans le premier système par le symbole ô et les dérivées 
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72 CHAPITRE II 

partielles dans lesquelles x, y, z, t sont considérées comme des variables 
indépendantes, par le syaibole 5. Ainsi les composantes de la vitesse seront 

S^ hi OZ ,, -, ,, M. i- 0^-^ o^ij o^z 

u = ^~', V =. ~~ 9 10 = tvt; celles de racceleration,— -, ? -kj^, , ^-^ . 
ot ot Ot oV oV àV 

Il est nécessaire de savoir écrire les relations entré les dérivées partielles 
d'une même quantité, dans les deux systèmes. Si, d'abord, on considère 
les dérivées par rapport à a,6,c ou oc,y,z, il faut considérer t comme cons- 
tant, et l'on a 



8 
la 


oœ 

la 


ô oy ^) OZ 
bx la ly la 


ÙZ 





Ix 
~~ Ib 


ô ly d Iz 
^x Ih ()y Ib 


'b'z 




Te 


oc 


ô II/ b Iz 

bx oc by ùc 


ô 

àz 



En ce qui concerne les dérivées ,v- et - , comme, 6^, b, c étant donnés, 

ojy y, z sont fonctions de t et que leurs dérivées par rapport à t sont les 
composantes ic, v, iv de la vitesse, on a 

/A n\ oh 5,5 5 

01 bis. — ^ Nous aurons d'ailleurs à employer un système de variables inter- 
médiaire entre les deux précédents. Dans ce dernier système, pour étudier 
ce qui se passe à un instant déterminé quelconque t^, nous prendrons 
comme état initial l'état du milieu en cet instant : c'est en fonction des 
coordonnées initiales ainsi définies et du temps t que nous exprimerons les 
coordonnées des différents points aux instants voisins de t^. Il est clair 
que, dans cette manière d'opérer, les dérivées par rapport aux coordonnées 

initiales seront — , —, — ; seulement la dérivée par rapport au temps ne 

bx hy hz 

sera pas —, mais la dérivée i^- qui figure au premier membre de la for- 
mule (18). 

0^. — L'état du milieu à l'instant t^ étant pris comme état initial, com- 
parons-lui l'état relatif à l'instant t^ -H It. En ce nouvel état, les coordon- 
nées des différents points seront données par les formules 

X^ = X -i- ult 
y' =z y -\^ vit 

z' := Z -\- WOt. 
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En les différenciant par rapport à 0G,y,z^ nous aurons les formules corres- 
pondantes à (2^), lesquelles seront 



d((/ z=:dx -\- otdu = dcc{i H- '— 8n h- -- otdu H ot.d:! 



(19) •< dy' =r.~otdx-^dî/li 



— on H otdz 



Uv ^, 



dz := — otdo) M otdi/ -{- dz 1 H ot j- 

ô.r ()?y ^ \ ^z J 



i)W ^ 



Le déternainant D sera ici 



i + '-^u 



■~U i 






hy 



U 



^11 



6t 



ot 



dx 

~~-ùt — ùt 1 H ot 

^x dy 'àz 



hx iy ^z 



U 



(en négligeant les puissances de ^t supérieures à la première). Ce détermi- 



nant étant éffal à — ^—^ = 1 

^ p -h 6p 



(20) 



00 dît ho ()W ^ 

-^^^ + ;- H- r- -f- — - = 

00^ ()X hy ()Z 



ce qui fait connaître ^-, moyennant quoi la relation (18) donne pour 



(21) 



ôp ()(pu) h(pv) h(piv) 



U hX 



dy 



hZ 



0. 



Occupons-nous, d'autre part, de décomposer la substitution linéaire 
précédente, soit la substitution dont les coefficients sont 






^?i 



dx 



^U 



ot, 



i)ii 



ot, 



(190 



— ot, i -\ ot, 

hx hy 



— ot, 

hz 



ot, :-— ot, 1 + -■'' Ot / 

'àX ô?/ hZ / 
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en une déformalion pure et une rotation. C'est ce que nous ferons par l'in- 
termédiaire des deux substitutions 

(22) I Jf^'-^^^Mg,, j ^_^-3,, li^.^'<^t 

\ ■- V'^ ^yj hy 2 \bz bi/ J 



9 



et 



.- ■ ../ '^' 2 [^ ^ û) '*' ^ - i «^ 



ôy \ c,^ 1 /()i^ 




-^ 16^, : ( - _ ^^ ) 8^ 

dont le produit donne (190, lorsqu'on y néglige les termes en o^^. 

La première représente une déformation pure, puisque le tableau (22) 
est symétrique; la seconde représente Teffet, pendant le temps ot, de la 
rotation dont les composantes sont 

1 1 fhw bv 

bx by 

La rotation dont les composantes sont les quantités p, g, r que nous 
venons d'écrire est dite la rotation niolêcitlaire instantanée ou tourbillon, 

63. — On peut justifier cette dénomination de rotation moléculaire ins- 
tantanée, en remarquant, comme l'ont fait Stokes i?t, et plus tard Helm- 
hoUz que si, dans le tluide en mouvement à l'instant considéré, on isole 
par la pensée autour du point considéré, une portion très petite de forme 
sphérique, et qu'on suppose celleci brusquement solidifiée, la rotation 
instantanée prise par le solide ainsi obtenu aura précisément pour com- 
posantes p, q, r, Beltrami (/) a montré que cette conclusion restait vraie 
toutes les fois que les axes principaux d'inertie de la portion solidifiée coïn- 

(1) Principii delV Idrodinamica razionale. Mem. de TAc. de Bologne, 3^ série, 
tome I, p. 458-459, 1871. 



Hosted by 



Google 



LES ONDES AU POINT DE VUE CINEMATIQUE 75 

cidaient avec ceux de la déformation pure (22), c'est-à-dire avec ceux de 
la quadrique 

X- H- 7/^ -4- ^- -H ^ = ^M 1 --i -i-- V M -^ ;- -H -2:" 1 -î- . — 

j '^ • V 007/ -^ \ ày/ \ àz 

('25'! ( f^V Uv\ /Mo bU\ /()U dv\ ,. . 



+ (1 -ha')?/'. + (i -h 0^') z' -^ 2?yz -^ 2^' zx -^ 2?>" xy = \, 
dont les coefficients sont ceux de la substitution (22), à la quantité 
x^ 4- y^ -+- z^ près. 

D'une manière générale, soit 

(26) ^^=kx^ -+- A\z/ -^- M'z^ + 2By^H-2B^^^-H2B''a^^=: 1, 

l'équation de l'ellipsoïde d'inertie de la petite molécule, qu'on suppose isolée 
à l'instant t^^ et brusquement solidifiée, ainsi qu'il vient d'être expliqué, 
l'origine étant prise au centre de gravité de cette molécule. Pour trouver le 
mouvement de celle-ci autour de après la solidification, il suffira, comme 
on sait, de trouver les moments totaux des quantités de mouvement relati- 
vement à trois axes rectangulaires issus de : autrement dit, d'écrire 

^ ^* — A ^ -4- R^'^ -4- W'r — V m (i, ^^' — - ^-^A ' 



-|=.B",,-.A',.^B,, = 2 



ùgi ^^ ^^ jLà \ ^ Ot ^ ùt 

OÙ pi, gi, rjL désignent les composantes de la rotation après solidification, 
pendant que x^, yi, z^ désignent des coordonnées prises par rapport à un 
système d'axes parallèles à nos axes fixes, mais dont l'origine coïncide cons- 

tamment avec le point . -~i ^ -^/ » -—7^ n'étant autres que les variations 

éprouvées par u, v, w, lorsqu'on passe du point à un point infiniment voi- 
sin, on peut écrire, aux infiniment petits d'ordre supérieur près 





hU '()U 

" 'fx "^^ "^ S/ 


y 






hit 
= .-" ^1 - 

i)X ^ 


4" 


1 j'dU t>0\ 1 /ûll dW 

•1 ^= 

= 2 5;i; + î^"'--''y' 


Tt 


hV ^ 'àV 

M)^^ ^^y 


î/l 


()V 1 ôcp 



oZ, hW hlV hio 1 ôo 

"87 = te ^' ^ »7 y^ '^- ôT '^ = 2 ôi; + p'J^ - î*-" 
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OÙ p, q, r sont les composantes du tourbillon, telles que nous les avons 
écrites tout à Theure. Substituant dans les équations précédentes, il vient 

= Ap H- BVy -h BV ~\-^m [y, (^'x, -H ?y, H- «''^0 

= Ap -h B"q H- B^r — ^'B" -h ^ (A'' ~~ A') + (a' — ^/) B 

+ P"B' 

B'^p, -4- A'q, -H B7^i == B'^p 4- AV -h Br + 2 ^^ [^i C^^i + P'Vi + P'^i) 

=:. B''p -i- A'q -f- Br — aB' — p"B -i- p^ (A — A") -h j3B, 
-i- a'^B' 

B^p, 4- B^i 4- A"r, =b:p 4- B^ + AV + ^ ^ ['^'i (^'^^ "^ "^'^^ "^ ^^^^ 

=: B> 4- Bg 4- AV --H (3^^ (A' — A) — ^'B' — pB' 
4- aB" 4- P'B. 

On voit bien ainsi quepi, gi, r^ coïncident avec p, g, ?^ lorsque l'ellipsoïde 
d'inertie se réduit à une sphère, et aussi lorsque ses axes coïncident en 
direction avec ceux de la quadrique (25) (car rien n'empêche alors de sup- 
poser que l'on a pris les axes de coordonnées parallèles aux axes en ques- 
tion, moyennant quoi l'on aurait B = B' = B" = j3 = p' ~ ^" — 0). 

Il y a lieu de remarquer, d'autre part, la forme du segment complémen- 
taire 

/ p/'B^ — ^'B" 4- p (A'^ — AO - B (/ — aO 

(27) ) ^B" — ^"B 4- P' (A - A") — B' (« - a^') 

( p^B — ^B' 4- ^" [A' — A) — B''(a' — a) 

qui figure dans l'expression du moment résultant des quantités de mouve- 
ment. Ce segment reste inaltéré au signe près lorsqu'on échange entre elles 
les formes quadratiques qui figurent dans les équations (25), (26). 

©4. — Une interprétation géométrique simple, sinon du segment (27), du 
moins de sa direction, peut être obtenue de la façon suivante : 

Soit \x + ]xij + vs = 0, un plan quelconque passant par l'origine. Le lieu 
des directions dont les plans diamétraux conjugués, par rapport aux qua- 
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driques (25) et (26) respectivement, se coupent dans ce plan est, comme on 
sait, un cône du second ordre qui a pour équation 

(28) koG H- B"!/ -H "B'z "^"ûG -h k'y -4- B^ B'œ H- Bt/ -h M'z r==^ 

^x -H ^'ij -t- ^z ^'x -h u!y + p2 ^'x -H p7/ H- a'^^ 

Ce cône passe d'ailleurs par les trois arêtes du trièdre ï conjugué commun 
aux deux quadriques en question (trièdre toujours réel puisque l'une de ces 
quadriques est un ellipsoïde). Inversement, l'équation de tout cône passant 
par les arêtes du trièdre T peut être mise dans la forme précédente. 

Ecrivons que le cône (28) est capable d'un trièdre trirectangle inscrit. Nous 
trouvons 

\ (p'B'' ~ p''B^ 4- p (A^ _ A'O — B (a' — ol')) -i- v- (P'B — pB'' , 
H- P^(A''-- A)--B^(a'' --a))-H V (pB^-B^^ H- P''(A -- A') — B'' (a-- aO) -=0 

autrement dit, le plan \x + p./y + vz = doit passer par la direction (27). 

Or, parmi les cônes du second ordre qui passent par les arêtes du trièdre 
T, on en aperçoit immédiatement trois qui sont capables de trièdres trirec- 
tangles. Ce sont ceux qui sont formés par une face quelconque du trièdre T 
et le plan mené perpendiculairement à cette lace, par l'arête opposée. Les 
trois plans ainsi menés se coupent d'ailleurs comme on sait, suivant une 
même droite A. La condition imposée à un cône du second degré d'être 
capable d'un trièdre trirectangle étant linéaire par rapport aux coefficients, 
les cônes (28) capables de trièdres trirectangles seront ceux qui passeront par 
les arêtes du trièdre T et par la droite A. 

Dès lors, il est clair que, si l'on prend les plans diamétraux conjugués de A 
par rapport aux deux quadriques (25) et (26), leur intersection fournira la 
direction (27). 

ô5. — On arrive à une interprétation du segment (27) lui-même, en considé- 
rant non seulement la quadrique (26), mais aussi la quadrique (25) (ou, ce qui 
revient d'ailleurs au même, la quadrique 9 = 1, qu'on en déduit en retran- 
chant x"- -^ xf' -\- z^ au premier membre), comme des ellipsoïdes d'inertie ; 
par conséquent, en posant^ non seulement 

A = ^7n{y'-\-z% A^^^m{z'~-^x% A" ^ ^m{x^^-^if), 

B = — 2 myz, ^^ "^ "~ ^ ^^^^' ^' — ~~2 ^^^ 

(où, pour plus de simplicité, nous avons supprimé les ini*^p4ies devenues inu- 
tiles); mais encore ^ 
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011 trouve alors, pour les quantités (2^), les valeurs 

2^ mni! [x'y' zx ~ z'x' xij — y' z' {ir ~ z^-) -\- yz {y'^^ — z'^-)\ 

== ^ ^^^^^^'' (^-^■' + yi/ + ^^') i}/^ — --'y) 

2, ^^^^'^ \^y' ^' ^y — oc! ij ijz — z' x' (^- — x^) 4- zx [z'~ — ^'^)] 

= y^ mm' {xx' -H ijif -V zz'^ [z'x — x z') 
^ miv! {z'x' yz - y'z' zx - oh/ {x^ - y^^) + xy {x'^^ - y")] 

=: 2_i ^^^' ('^^' + y y' ~i~ ^z') (x'if — ]/og). 

On sait que l'expression xx' + yif + zz' ne change pas par une transforma- 
tion de coordonnées rectangulaires quelconques, et aussi qu'il en est de 
même pour la signification géométrique du segment {y'z — z'y, z'x — x'z, 
x'y — y'x). On a donc bien mis en évidence cette même propriété pour le 
segment (27). 

^^ — Si la rotation moléculaire instantanée est partout nulle, l'expres- 
sion itdx -\~ vdy H- lodz est une différentielle exacte. 

Il existe une fonction, diie poteîitiel des vitesses, dont les dérivées par- 
tielles sont les composantes u, v, iv. Si le milieu considéré occupe l'espace 
tout entier, cette fonction, définie à une constante près, est elle-même 
univoque dans tout le milieu. Il en est de même si celui-ci n'occupe qu'une 
portion de l'espace lorsque cette portion est à connexion linéaire simple, 
c'est-à-dire lorsque toute ligne fermée, tracée dans le milieu est réductible 
à un point par une déformation continue effectuée sans sortir de ce milieu. 

Dans le cas contraire (par exemple, si le volume occupé a la forme d'un 
tore), le potentiel des vitesses peut avoir des périodes^ c'est-à-dire s'aug- 
menter de constantes lorsque le point {x, y, z) décrit un chemin fermé 
non réductible à un point (dans le cas du tore, lorsque ce point revient à 
sa position primitive après avoir tourné de 2t. autour de l'axe). 

O^. — Lorsque la rotation moléculaire instantanée (p, q, 7^) n'est plus 
nulle, les équations différentielles 

dx dy dz 

(29) ~^- — -^ — ~r 

défmissent une double infinité de lignes, nommées lignes-tourbillons. 
Il peut arriver que les lignes-tourbillons se ferment sur elles mêmes ; 
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mais, en général, leur disposition (comme celle de toutes les lignes défmies 
par des équations différenlielles) est beaucoup plus compliquée. Chacune 
d'elles revient une infinité de fois aussi près qu'on le veut de son point de 
départ, mais, en général, sans jamais repasser exactement par cette posi- 
tion. Des observations toutes semblables s'appliquent aux filets- tourbillons , 
ou surfaces formées par les lignes tourbillons issues des points d'une ligne 
fermée quelconque, l^a méconnaissance de ces circonstances a quelquefois 
conduit à énoncer des conclusions erronées. 

Par contre, les raisonnements analogues relatifs aux lignes de courant, 
c'est-à-dire à celles qui sont définies par les équations différentielles 

dx dij dz 

U V ' ID 

dans le cas où il existe un potentiel des vitesses F, sont exacts (du moins 
si le milieu est à connexion linéaire simple et, par conséquent, la fonction F 
univoque). F est, en effet, croissant le long des lignes de courant (puisque 
sa différentielle ci?F = udx H- vdij -\- wdz est proportionnelle à w^ -h i;^ 
-h u)^) : celles-ci ne peuvent dès lors, ni se fermer sur elles-mêmes, ni 
affecter la disposition compliquée dont il vient d'être question : elles se 
terminent nécessairement à la surface-limite (ou à l'infini, si le milieu est 
illimité). 

68. — Si la rotation moléculaire instantanée n'est plus nulle, on ne peut 
plus écrire 



()F 


h¥ 


ôF 


u = — , 


V — •- - — ^ 


IV = — 


ô^- 


ôy' 


Ù3 



Clebsch a proposé de mettre alors les composantes de la vitesse sous la 
forme 

ôF , ÔY 

ôF , ÔY 

\ bZ ' 5^ 

'h et )(^ étant deux autres fonctions à déterminer. U fonde la possibilité d'une 
telle réduction sur le raisonnement suivant : 
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Si l'on différencie la seconde des équations (30) par rapport à z, la troi- 
sième par rapport à ?/ et que l'on retranche, il vient 

,o^\ ^^ ^^^ 9 ^4^ ^x ^"^ ^t 

^ ^ ^z ^y ~^ ^ 'àz ^y ^y ^z 

Celte équation et les deux autres analogues 

( ^2q = ^-^^y^ -^^-^^^ 

\ "" K)X ^Z ^Z Ô^ 

( "^ ^y (ix 'àœ hy 

montrent que ^ et / satisfont à Téquation aux dérivées partielles 

5d; ôtL ôtL ^ 

ÔO? 5^/ c)^ 

autrement dit, sont des intégrales du système d'équations différentielles 
(29), celui qui définit les lignes tourbillons. 
Or, les fonctions p, q, r satisfont à la relation 

?Ë _|_ ^ _i_ ^^ ^ 0. 
^x ày ()Z 

Il en résulte que le système (29) admet comme multiplicateur (^) l'unité. 
La théorie du multiplicateur enseigne que, dans ces conditions, on peut 
trouver pour ce système deux intégrales ^ et x^ vérifiant les relations (31), 
(31'), d'où l'on peut, sans difficulté, remonter à (30). 

Cette démonstration prouve bien, en effet, que Ton peut donner aux 
composantes u, v, lo la forme (30) dans U7ie région suffisamment petite R 
du milieu. Mais les choses se passeraient en général tout autrement si l'on 
envisageait le milieu tout entier. L'existence des intégrales ^ et /^ est, en 
effet, établie dans une région telle que R, et il y a une telle région au voi- 
sinage de tout point de notre milieu. Mais si — comme cela a lieu sauf 
dans des cas exceptionnels — les lignes tourbillons présentent la disposi- 
tion compliquée signalée tout à l'heure, il sera évidemment impossible 
que ^ et / soient bien déterminés dans tout le volume considéré. 



(1) Voir par exemple Jordan, Cours d'Analyse, vol. lll, ch. i. 
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Par contre la forme 

u= — ■ 
_ôF 

qui a été également proposée pour les composantes de la vitesse, peut tou- 
jours être obtenue. Il suffit évidemment, pour le démontrer, d'établir que, 

moyennant la condition — -H -- -h —- = 0, on peut toujours trouver trois 

fonctions ^, ^ et }(^ vérifiant les équations 



5i ' 




5x 


'àZ 




'àx 



■ S5 


02/ 


^X 









Or la démonstration de cette proposition (^) échappe à la difficulté signalée 
tout à l'heure^, et cela (moyennant quelques précautions faciles) même si 
la région considérée est multiplement connexe. 



i 2. - ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS — LES CONDITIONS IDENTIQUES 



69« — Nous avons, dans ce qui précède, supposé les coordonnées x^ y, z 
et leurs dérivées des divers ordres continues. Cette hypothèse est cependant 
loin d'être la seule qu'il convienne d'envisager, et l'étude de mouvements 
dans lesquels quelques unes des dérivées en question éprouvent des varia- 
tions brusques est indispensable dans une foule de théories physiques. La 
propagation de discontinuités de cette espèce a été déterminée^ pour le cas 
du mouvement rectiligne des gaz, par Riemann, dans un mémoire célèbre 
dont nous parlerons plus loin. Plus tard, en 1877_, Ghristoffel reprit (-) les 
résultats de Riemann pour les étendre aux mouvements à trois dimensions, 



(1) Voir par exemple Picard, Traité d^ Analyse, tome I. 

(2) Annali di Matematioa, tome YIII ; 1877. 

Hadamahd 
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mais il se limita à des ondes tout exceptionnelles, les ondes de choc (ondes 
du premier ordre) dont l'existence avait été découverte par Riemann et, de 
plus, comme l'étude de ces ondes offre des difficultés spéciales, il dut n'en 
considérer qu'un cas limite, celui où les discontinuités sont infiniment 
petites. C'est Hugoniot qui, en 1887, sans connaître d'ailleurs les travaux 
de Riemann et de Christoffel, montra (^) l'importance des discontinuités 
dont nous allons parler, et en fit une étude générale : Il mit en lumière 
une notion fondamendale, celle à^ compatibilité^ sur laquelle nous aurons 
à insister plus loin, et dont la nécessité semble n'avoir pas apparu à 
Christoffel, quoiqu'elle eût été indiquée par Riemann dans le cas du mou- 
vement rectiligne. 

"^O. — Les discontinuités que nous étudierons ne seront point les plus 
générales qui puissent se présenter. Nous n'envisagerons pas, par exemple, 
des singularités telles que celles auxquelles nous avons fait allusion au 

n° 45. 

Nous supposerons, au contraire, que les discontinuités en question 
n'affectent à un instant quelconque que des surfaces isolées. L'équation 
d'une de celles-ci^ rapportée à l'état initial, sera 

(32) f[a,h, c)==0 

c*est-à-dire que la relation précédente exprime la condition que doivent 
remplir les coordonnées initiales a, h, c d'une particule pour que celle-ci 
soit, à l'instant t, le siège d'une discontinuité. On peut d'ailleurs envisager 
également Téquation 

(33) ? (^s y, ^)=^^ 

de cette même surface par rapport aux coordonnées actuelles x, tj, z : 
équation qui représente à chaque instant t, le lieu des positions actuelles 
des particules affectées par la discontinuité à cet instant, et qu'on déduira 
delà première en éliminant («, 6, c) à l'aide des relations (1). Nous désigne- 
rons par Sq la surface représentée en coordonnées cartésiennes, par l'équa- 
tion (32) ; par S, celle qui est représentée, par l'équation (33) et qui est 
la transformée de la première dans la déformation (1). 

La surface Sq divisera l'espace lieu du point (a, b, c) (ou la surface S 



(i) Journal de VEcole Polytechnique, tome XXXi*, 188? • Journal de Math, 
Tome III, série IV, 1887* 
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divisera l'espace lieu du point [œ, y, ^)) en deux régions 1 et 2. Dans cha- 
cune d'elles (du moins jusqu'à ce qu'on rencontre une nouvelle surface de 
discontinuité) nous admettrons que les coordonnées x, y, z et leurs dérivées 
existent et sont continues. 

^ l« — Nous compléterons cette hypothèse par une autre : non seulement 
les dérivées dont nous [.arlons seront continues à l'intérieur de chacune 
des régions 1 et 2, mais encore nous admettrons que chacune d'elles tend 
vers une limite déterminée lorsque le point (a^ h, c) tend vers une position 
limite située sur S, en restant toujours dans une môme région. 

Autrement dit, soit <î^ une fonction quelconque de ^•, y, z,a, b, c, t etdes 
dérivées partielles de tous ordres de jo, y, z par rapport à a, h, c, t. Cette 
quantité, une fois exprimée à l'aide des variables indépendantes a, h, c 
pour une valeur déterminée de t, en sera une fonction *ï>^ qui sera définie 
en tout point intérieur à la région 1 et continue en ce point. Cette fonction 
aiij^a également une valeur déterminée ^^^ en un point quelconque 
(a^y &0, Cq) de S ; et elle y sera continue, en ce sens que ^^ tendra vers <E>^ 
lorsque le point [a^ b, c) tendra vers (a^, b^, Cq) sans cesser à auctm moment 
d^ appartenir à la région i. 

De même *, considérée dans la région 2, sera une fonction 'ï'^ de a, b, c, 
laquelle sera définie et sera continue dans toute cette région 2, Cette fonc- 
tion prendra une valeur déterminée ^^.^ au point (ao, ^o' ^o) ^^ ^ î ^^^^ sera, 
en ce point, continue pour les déplacements intérieurs à la région 2. 

Seulement, le? deux valeurs <î>^j, ^^^ correspondant à un même point 
(«0, &o, Cq, ^o) pourront ne pas être égales entre elles, et c'est en cela que 
consistera la discontinuité. Ainsi la valeur de 4> subira, au passage de S 
une variation brusque, La valeur ^^^ — ^^^ de cette variation sera sou- 
vent désignée par la notation [4>]. 

•^3. — Moyennant les hypothèses précédentes, nous allons avoir à dé-» 
montrer un lemme d'analyse nécessaire pour tout ce qui va suivre, 

Supposons que a, b, c varient suivant une courbe entièrement située 
dans la région 1. Alors, comme nous faisons sur les dérivées partielles de 4^ 
les mêmes hypothèses que sur * lui-même et que, par conséquent, ces 
dérivées existeront et seront continues dans la région 1, on obtiendra la 
différentielle de ^ï^ par l'application du théorème des fonctions composées. 

En sera-t-il de même lorsque le point (a, b, c) sera situé sur S et se 
déplacera sur cette surface? Cela n'est point évident. Sur S, en effet, ^y 
n'a point, à proprement parler de dérivées partielles, puisqu'il n'est défini 
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que d'un côté de S et non dans tout le voisinage du point considéré : on 
n'est donc pas dans les conditions ordinaires d'application du théorème en 
question. 

La conclusion reste cependant exacte. C'est ce que nous allons constater 
en nous plaçant, pour plus de simplicité, dans le cas de deux dimensions. 

Nous aurons alors une fonction $ définie d'un seul côté d'une courbe S 
(fig. 6). Dans sa région d'existence, elle aura des dérivées partielles, 
lesquelles tendront vers des limites déterminées (que nous désignerons 

encore par - — et - — j lorsque le point (x, y) tendra vers un point M^ 



ô^, 



^^0/ 



Vo) de S. 



Il s'agit de savoir si * aura, par rapport à l'arc s de S, une dérivée 
donnée par la relation 



cls 



^Xq cls 



hi/ç^ ds 



On peut répondre à cette question en employant d'une manière conve- 
nable la démonstration classique. Celle-ci consiste en effet. M' et W étant 
deux points infiniment voisins l'un de l'autre sur S, à introduire soit le 

point P qui a même abscisse que 



M' et même ordonnée que M'^, soit 
le point Q qui a même abcisse que 
M" et même ordonnée que W, 

Or, des deux lignes brisées MTAF 
et M'QM/', il y en a, en général, 
une (fig. 6) qui est située tout en- 
tière dans la réffion d'existence de 



Fig. G 




* et qui permettra par conséquent l'application du raisonnement. 

On pourra encore arriver au résultat comme l'indique M. Painlevé (^) en 
menant par les différents points de l'arc M'M' , de petits segments égaux et 
parallèles entre eux situés dans la région d'existence de ^\ Le lieu des extré- 
mités de ces segments est un arc N\N' sur lequel on peut écrire (puisque les 
dérivées de * existent cette fois) 



*n" — *n' ==^ 




ô* dœ' ô* chj\ n 
djj ds c)?/ dsj 



(1) Sur les lignes sing-ulières, des fonctions analytiques, Annales scientifiques de 
l'Ecole Normale supérieure, 1887, l^'^ partie, cli, ii, n» 2. 
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Quand la longueur du segment tendra vers 0, les quantités — et -— ton- 
dront, et cela uniformément, vers — et — - : on aura donc, à la limite, 

^ \bx^ ds 57/o ds I 

ce qui équivaut manifestement au résultat demandé. 

Chacun des deux raisonnements précédents s'étend évidemment, de lui- 
même, a un nombre supérieur de dimensions, de sorte que notre lemme est 
démontré. 

^3^ — Cela posé^ supposons que la fonction * ne subisse pas de variation 
brusque sur Sq, mais que ses dérivées premières soient au contraire discon- 
tinues : autrement dit, que Ton ait 

w=». [S}[S]-[S]^»- 

Le lemme précédent va nous permettre de voir que les changements de 
valeurs 1 ~ ' j -r p 1 ~ éprouvés par ces dérivées partielles ne pour- 
ront pas être quelconques. 

Faisons, en effet, décrire au point {a, b, c) un chemin quelconque situé 
sur la surface Sq. En chaque point de ce chemin, la fonction ^^ est définie : 
on pourra, de plus, la différencier sur Sq en appliquant notre lemme, et 
écrire 

oa 00 oc 

Les mêmes considérations s'appliquent à la fonction 4>2 • oï^ ^i 

7^ ^^^9 7 ^*-? 7; ^^0 7 

d^y == -is^ da 4- -irr- do -\~ ^ " de. 
^ oa oh oc 

Retranchons membre à membre : les premiers membres se détruisent, 
puisque * est supposé continu au passage de S^. Il vient 
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Or les différentielles da, dh^ de sont évidemment quelconques sous la seule 
condition de vérifier Téquation différentielle de Sq. 

fa da 4- f dh -^ fdc =: Q 

(en désignant, comme plus haut, par fa, fb, fc les dérivées partielles de /). 
Donc on doit avoir 

•^4. — Supposons maintenant que, non seulement ^, mais encore ses 
dérivées premières restent continues. Que pourrons-nous dire des varia- 
tions brusques des dérivées secondes ? 

Nous pourrons appliquer le mode de raisonnement précédent à la 

fonction ^- : ce qui donnera 



\ja\y ^'' "" L^^^^M' ^' " l^aocj 



-fc 



et de même, aux lonctions ^r ' -^— , ce qui donnera 

' 00 oc ^ 

Gomme précédemment, ces égalités montrent que l'on a 

i m='^' [iï]=»A'.[ïî]->^- 

(35) < 



( lmc\ =- ^'^'^^' L'^"^« J ^ 



oaôb 



'>^f'U L77^7,H^/;'A 



\ étant un nombre convenablement choisi. 

D'une manière générale, si la fonction * est continue ainsi que ses 
dérivées partielles jusqu'à l'ordre n — 1, on aura, entre les variations des 
dérivées partielles d'ordre n, la série de proportions 



(! 



«'>[S]^'^"=^- = [sSs]'A'W'=-..^[S]^'- 
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En désignant par X la valeur commune de ces rapports^ on aura, quels 
que soient da^ dh de, 

75. Les discontinuités que nous étudierons pourront être de différents 
ordres. Il pourra arriver, en premier lieu, que les coordonnées x, y, telles- 
mêmes soien t discontinues, non pas en fonction du temps (nous n'admettrons 
jamais qu'une molécule passe instantanément d'une position à une autre), 
mais en fonction de a, b, c. De telles discontinuités seront dites à'o7^dre 
zéro ou absolues. 

Dans le cas contraire, la discontinuité ne portant pas sur les coordonnées 
elles-mêmes, pourra porter sur leurs dérivées : celles-ci seront classées 
d'après leurs ordres. 

Nous nommerons ordre d'une dérivée K-~-3ry— ^--^t;, l'ordre total dedéri- 

vation p-\-q-^r-^s=^n par rapport à a, b, c, t. 

Toutefois, dans les dérivées d'un même ordre, il y aura lieu d'établir des 
catégories suivant le nombre s des dérivations effectuées par rapport à t. Ce 
dernier nombre sera dit Vindice de la dérivée considérée. 

Par exemple, les dérivées du second ordre de x^ y^ z sont au nombre de 
30, dont 18 d'indice zéro, savoir : 

o'^ X P' X , 0^ X ^ ^^ y 0^ z 

oa- oa 00 oc' ' oa^ oc^ 

9 d'indice un, savoir 



^2. 



3 d'indice deux 



^ y 

^a^t' obot' ScoiC ^a^t ocSr 



rJ X Py O'Z 

W' W' Jt^' 



c'est-à-dire les composantes de l'accélération. 

U ordre d'une discontinuité sera le plus petit des ordres des dérivées 
qu'elle affecte. 

HO. — Il y a lieu de noter qu'on peut avoir à considérer des disconti- 
nuités d'ordre infini. 
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Si, en effet, une fonction analytique régulière autour du point {a^, h^, c^) 
est déterminée par la formule de Taylor dès qu'on donne les valeurs de toutes 
ses dérivées en ce point, il n'en est plus du tout de môme si la fonction est 
quelconque, soit qu'elle cesse d'être analytique, soit qu'elle cesse d'être 
régulière. 

Supposons, dès lors, que le mouvement soit analytique dans toute la, 
région 1. Il pourra arriver qu'il y ait, au passage de Sq, continuité des dé- 
rivées de tous les ordres, et que, cependant, le mouvement de la région 2 
ne soit pas le prolongement analytique du premier, soit qu'il ne soit pas 
lui-même analytique, soit qu'il présente surS^ des singularités convenables 

_ i^ 
(comme par exemple celle qu'offre la fonction e ^'^ pour x = 0). 

L'étude de discontinuités de cette nature offre des difficultés parti- 
culières. Nous ne l'aborderons pas dans ce qui va suivre. 

77. — Laissant de côté les discontinuités absolues, nous allons nous oc- 
cuper d'abord des discontinuités du premier ordre. 

Il y a alors trois dérivées d'indice un et neuf dérivées d'indice zéro. Les 
premières sont les composantes de la vitesse. Nous n'avons pour le moment 
aucune observation à faire à leur égard. 

Au contraire^ il résulte du lemme démontré tout à l'heure que les va- 
riations brusques des dérivées d'indice zéro ne peuvent pas être quel- 
conques. En effet, puisque par hypothèse il n'y a pas de discontinuité 
d'ordre zéro et que x est continu, on doit avoir 



r^^i r^'^i r^"^! 

[_oaJ L^^J L^cJ 

~7r 



/i 



/; 



ou, en désignant par X la valeur commune de ces rapports 

m [c]=v45]='A,[|]=v.. 

On aura, de même, en introduisant deux autres nombres [Jt et v, 



(36'^ 
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Nous considérerons 'k, fx, v comme les projections d'un vecteur (tracé, à 
partir du point (x, y^ z)^ dans l'espace lieu de ce point). Ce vecteur suffit 
à définir les vaynations des neuf dérivées dH?idice zéro. 

On lui adjoindra, pour avoir les variations brusques de toutes les dé- 
rivées du premier ordre, le vecteur qui représente la variation brusque de 
vitesse et que nous ap])ellerons, par analogie Çki, p..^, vi). 

78, — Les considérations développées au n° 56 permettent de donner au 
résultat précédent une interprétation géométrique simple. A cet effet, ima- 
ginons — ce qui est évidemment possible, — un état fictif du milieu coïn- 
cidant avec l'état actuel envisagé dans la région 1, mais tel que les dé- 
rivées des coordonnées soient continues au passage de la surface So. 

Nous appellerons, pour abréger, « état de la région 1 », Tétat ainsi dé- 
fini dans tout l'espace : c'est, comme on voit, l'état de la région 1 prolongé 
dans la région 2, 

Soient x\ y^, z' les coordonnées d'une particule quelconque de la région 
2 dans ce nouvel état. 

Les quantités 






ne sont évidemment autres que les valeurs, en un point quelconque de Sq, 
des expressions 

{x — - x') [x — x') [ce ■ — ■ x') 
Ba ' 6ô ' ôc 

(considérées par rapport à la région 2). 

Or puisque x\ y' z' coïncident avec x, ^/, z en tout point de Sq, la défor- 
mation qui permet de passer du point [x' ^ y' , z') au point (x, y, z) rentre 
dans la catégorie étudiée au n° oO : autrement dit, le déplacement éprouvé, 
dans cette déformation, par un point M infiniment voisin d'un point 
déterminé de Sq est de direction constante, et proportionnel à la distance 
de M à Sq. 

C'est ce qui résulte d'ailleurs des formules précédentes. Si, en effet, à 
partir d'un point de S^ nous donnons h a, b, c des accroissements da^ db, 
de, comme d'autre part /est nul sur S^, on aura sensiblement 

df=.f= fa da -\~ fijdb •+■ fc de, 
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de sorte que Ton pourra écrire, aux infinimerits petits d'ordre supérieur 
près, 

SÛG ■ — x' =^\f 
y-y' = i^f 
Z — Z = vf. 

On voit donc bien que le déplacement de notre particule, dans le pas- 
sage de l'état de la région 1 à celui de la région 2, est représenté par le 
segment (X, p., v), multiplié par le nombre / qui est lui-même propor- 
tionnel à la distance du point {a, h, c) à la surfa»ce f^^^O. 

79. — ' De cette remarque résulte immédiatement que le segment que 
nous venons d'infroduircjet qui est représenté par les nombres X, [j, v, est 
indépendant de la direction des axes par rapport auxquels est défini le 
point {œ, ?/, z). Autrement dit, si Ton rapportait à d'autres axes rectangu- 
laires l'espace lieu de ce point, les nouvelles valeurs de X, jji, v seraient les 
projections du même segment sur les nouveaux axes : ce segment repré- 
sentant le déplacement du point considéré (dans le passage de la position 
{og\ y', z') à la position (x, y, z] ) divisé par la valeur de f, laquelle est 
calculée sur Tétat initial et indépendante des coordonnées actuelles. 

70^'^ — Mais le choix des axes dans l'espace actuel n'est pas le seul élé- 
ment arbitraire qui existe dans notre mode de représentation. 

En premier lieu, la surface de discontinuité rapportée à l'état initial a 
été représentée par une équation f{a, b, c) = 0. 11 est clair qu'il y a une 
infinité de manières de représenter ainsi la même surface. Rien n'empêche 
de multiplier /"par un nombre constant quelconque ou, plus généralement, 
par une fonction quelconque ne s'annulant pas sur S^. 

En second lieu, nous pouvons choisir d'une façon entièrement arbitraire 
l'état initial auquel sont rapportées les molécules. Nous aurons donc à nous 
demander quelle influence le choix de cet initial aura sur le segment (k, p, v). 

Occupons-nous d'abord de cette dernière question. Supposons qu'on 
change l'état initial (a, b, c) en une autre (a\ b\ d) mais sans changer de 
fonction /(autrement dit, en se contentant de remplacer, dans cette fonc- 
tion, a, bf c par leurs valeurs en fonction de {a! h' c')). Alors le segment 
(X, p., v) ne sera pas changé. C'est ce qui résulte immédiatement de l'inter- 
prétation que nous venons d'indiquer, ce segment étant le quotient du 
déplacement d'un point quelconque lorsqu'on passe de l'état de la région 1 
à celui de la région 2^ par la valeur de / en ce point. 
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80. — Supposons maintenant, au contraire, que sans changer a, h, c, on 
multiplie la fonction /"par un fadeur (continu et dérivable) non nul aux 
points considérés. Dans ces conditions fa^ fi,^ f. seront évidemment multi- 
pliés par un même nombre (^) puisqu'ils sont proportionnels auxxosinus 
directeurs de la normale à Sq. Dès lors, dans les formules (36), (36'), 
X, jji, V devront être divisés par ce nombre. - 

Nous voyons donc que, pour définir d'une façon précise les composantes 
X, [ji, V, il est nécessaire de spécifier sous quelle forme on écrit l'équation 
de la surface Sq. 

La convention qu'il est naturel de faire à cet égard consiste à admettre 
que a, p, y sont respectivement égaux aux cosinus directeurs de la nor- 
male à S^ par exemple, à prendre pour / la distance normale du point 
(a, b, c) h cette surface. Nous adopterons cette convention dans ce qui va 
suivre. 

Il est d'ailleurs aisé d'écrire les composantes l, [x, v ainsi définies lorsque 
l'équation de S^ est donnée sous une forme quelconque. Car les cosinus 
directeurs a, p, y ont pour valeurs 

jfa _ fh^ _U 

Il suffira donc de remplacer les formules (36) (36') par 

l' P^T > _^ /^ r^^i } ^ ^^ n^i ^ ^' _ 



81. — Il reste, cependant, à choisir le signe du radical \/ fci^ -{- fb^ -\- fc^ • 
Nous supposerons que les cosinus directeurs a, p, y sont ceux de la nor- 
male Sq dirigée vers la région 2. Le signe du radical devra, dès lors 
être celui de /"dans celte région. 

Si, au contraire, /"a été choisi de manière à permettre l'application des 
formules (36) (36'). il devra, à cet effet, être égal (tout au moins aux 



(1) Ce nombre est d'ailleurs de la valeur que prend, au point considéré, le fac- 
teur en question. 
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infiniment petits d'ordre supérieur près) à la distance normale du point 
(a, h, c) à So- cette distance étant comptée comme positive dans la région 2 
et comme négative dans la région 1. 

8!S. — La convention précédente résout la difficulté relative à la forme 
de la fonction f. Mais elle nous fait perdre le bénéfice de la remarque faite 
tout à l'heure, d'après laquelle le choix de l'état initial paraissait sans 
influence sur le résultat. En effet, pour deux états initiaux différents 
(a, b, e) et (a' h' c'), la quantité fa- -}- fb^ -^f^ qi^i figure au dénominateur 
dans les formules (38) a des valeurs différentes (i). Par conséquent, sui- 
vant qu'on adoptera l'un ou l'autre d'entre eux, il faudra multiplier le 
segment (X, [Jt, v) par un facteur différent. 

11 est d'ailleurs aisé d'avoir la signification du rapport de ces deux fac- 
teurs. Chacun d'eux représente en effet la quantité par laquelle il faut mul- 
tiplier /"pour qu'il représente la distance normale d'un point à la surface de 
discontinuité, dans l'état initial correspondant. Leur rapport est donc la dila- 
tation normale à celte surface dans le passage d'un de ces états à l'autre. 

88. — Nous ne pouvons donc maintenant parler du segment (A^ [jt., v) 
qu'en indiquant à l'aide de quel état initial il a été formé. 

Dans certaines questions (par exemple en élasticité) l'état initial est 
indiqué par la nature même du problème. 11 n'en est pas de même en 
hydrodynamique. Nous conviendrons alors de prendre pour état initial 
l'état actuel de la région 1 à l'instant considéré. Cet état, n'est, il est vrai, 
ainsi défini que dans une partie du milieu ; mais on peut, ainsi que nous 
venons de le faire il y a un instant, le prolonger dans la région 2, les déri- 
vées partielles des coordonnées x^ y.^ z par rapport aux coordonnées a, b^ c 
(coordonnées de l'état initial quelconque primitivement choisi) restant 
continues ; et cet état fictif peut être pris comme nouvel état initial, sans 
que la condition énoncée au n° 45 his cesse d'être remplie. 

84. — Si on intervertissait les rôles des deux régions 1 et 2, il est clair 
d'abord, qu'il faudrait changer les signes des quantités 






(i) Si c? {da\ db', do') représente l'élément linéaire da^ + db^ + dc^, exprimé à 
l'aide des variables da' , db' , do' ; <ï> la forme adjointe de cp ; D le déterminant fonc- 

tionnel ^fc^ A^) j, ,,,„tUé l'A' + "^ +('lA%stégale à 1 <, /^-^, %. ^t 
D{a,b,c) [ùa ^b ^Uc D^ \ba ' W bo 
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Il en serait de même de 



bïj' — Ut 



Mais, d'autre part, le dénominateur \J f^^ -\- f^ ~\- f^^ subirait un double 
changement : d'une part, un changement de signe ; d'autre part, d'après 
ce qui vient d'être dit, une multiplication par un facteur égal à la dilata- 
tion normale à S qui intervient dans le passage de l'état 1 à l'état 2, c'est- 
à-dire à l'unité plus la composante normale Xa -\- \x^ -h vy de notre segment. 

En définitive, pendant que les cosinus directeurs a, ^^ y seront changés 
en — -a, — p, — y, les composantes dont nous venons de nous occuper 
seront changées en 

( )/^ ^^„__„_ ^r^ \^ , 

\ 1 -i- Xa H- [J.8 -i- vv ' ^ 1 -h Xa -^ [j.p H- vy 

(39) 



Xa -|- [j.^ -H VY ' 



85. — Avant de passer au cas général, nous traiterons encore, en raison 
de son importance, celui de la discontinuité du second ordre. Envisageons 
d'abord les dérivées d'indice 0. La fonction x étant continue ainsi que ses 
dérivées partielles du premier ordre, la proposition du n^ *f4 nous montre 
l'existence d'un nombre X tel que Pon ait 



(40) 



M""^- M='-^'- [S]=-*" 
\M-"'f" [S]=*«" [â]=»^-A- 



De même [j^ et v désignant deux nombres convenablement choisis, on 
pourra écrire 

[S]=.-ff. [S]=^A-' [S]="f.'. [l!j=.'A/-.. 

(40') { 

[s] = -'/"-' [S]="^^'' [S]="^^'' UïJ^"/^'^- 
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Les nombres X^ p. et v seront encore considérés comme les composantes 
d'un segment. 

Il est clair que ce résultat pourra être interprété comme le précédent. Si 
nous prolongeons Pétat de la région 1 dans la région 2, de manière que les 
dérivées secondes restent continues, il faudra opérer dans cette dernière 
région, pour passer de l'état 1 ainsi prolongé à l'état de la région 2, une 
transformation qui appartient à la catégorie étudiée au ri° 5'^, de 
sorte que, si x' ^ y' , z' sont les coordonnées de l'état 1 prolongé, œ^ y^ z, 
celles de Tétat 2, on aura pour x' — x, y' — y, z' — z les formules (14) et 
analogues du n"^ 57, lesquels équivalent bien aux précédentes. 

Ces formules montrent que l'on a 

/2 /•2 /2 

(41) X -- x' ^ l ':y , V — y' = {'■ -^, Z — z' = V '— . 

Elles peuvent d'ailleurs s'écrire 

86. — Passons aux dérivées d'indice 1. Celles-ci seront de la forme 



ôa 



V ••• Wtt' 



Nous appliquerons le lemme du n° 7^ à la quantité ?;- : nous aurons 

(^^) [a]=''.A. [if,]='.A. [êï]=v. 



et de même 






(42') 



Q'n H^i» vj étant un nouveau segment. 

Enfin, les discontinuités X^, [^2? '^2 éprouvées par les trois dérivées d'in- 
dice deux pourront être considérées comme les composantes d'un troisième 
segment, qui est la variation brusque de l'accélération. 
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L'interprétation géométrique de ce dernier segment est donc évidente par 
elle-même. Quant à celle du segment (Xi, [J-i, vj on pourra l'obtenir en 
attribuant aux différents points des vitesses fictives égales aux véritables 
dans la" région 1, mais telles que les dérivées partielles de leurs com- 
posantes soient continues. Ceci changerait, bien entendu, les nouvelles 
positions acquises par les points de la région 2 au bout d'un temps o^, et ce 
changement se traduirait par une déformation appartenant à la catégorie 
étudiée au n° 56. Celte déformation, étant proportionnelle à o^, aurait 
un segment caractéristique de la forme Q^iot, {x^ot, v^ol), X^, i^^, v^ étant 
les quantités qui figurent dans les formules (42), (42^). 

Comme précédemment, il résulte de là que les segments (X, |^, v), 
G^u f^n '^i)j ^^ sont pas changés lorsque l'on change d'état initial sans 
changer la fonction / (au sens précédemment expliqué), mais que dans le 
changement de forme de celle-ci, les composantes de chacun d'eux sont 
altérées dans un même rapport (^). Il convient dès lors, comme précédem- 
ment, de prendre /'égal à la distance normale du point a, b, ck Sq ou, ce 
qui revient au même, de remplacer les formules précédentes par 



[S] ^^^''^ - [Ê] ^^P^' •••■' [3] = ^'^'- [sa] 



= va^, 



a, p, Y désignant encore les cosinus directeurs de la normale à Sq dirigée 
vers la région 2. Nous devrons également^ comhie dans le cas des discon- 
tinuités du premier ordre, spécifier quel est l'état initial choisi. Lorsqu'il 
n'y en aura aucun d'indiqué par la nature de la question^ on prendra l'état 
actuel à l'instant considéré. 

Ici, contrairement à ce qui se passait dans le cas du premier ordre, il 
est indifférent de choisir l'état de la région 1 ou celui de la région 2. La 
déformation qui permet de passer d'un de ces états à l'autre coïncide, en 
effet, avec la déformation identique aux infiniment petits du second ordre 
près, au voisinage des points de S^ : il n'y a donc aucune dilatation nor- 
male en ces points, et, par conséquent, aucun changement dans la quan- 
tité /.^ H- ^^ -H /,^ 

Si on intervertissait les rôles des deux régions, les coefficients /*a, fh^ fc 
subiraient de simples changements de signe. Il en serait par conséquent 
de même pour X, jjl, v, tandis que X^, jj-^, v^ resteraient inaltérés. 



(1) Ce rapport est encore égal au rapport des deux valeurs de /, s'il s'agit du 
segment (Xi, H-i> '^i) 5 ^^^^ il a une valeur' égale au carré de la pi^emière pour le 
segment (X, [i, v). 
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88. — Les résultats relatifs au cas de n quelconque apparaissent mainte- 
nant d'eux-mêmes. Il existera n -h i segments dont le premier (À, p., v) 
fera connaître les variations des dérivées d'indice par les formules 



(43) 



ysk]=''-"^'''"' y&p\=^^ 



a.P ^'^ f, 






ou 



ï^^da +[4]^^^ -^[â] ^^^)V. 2/' ^)==('^^ H-^ ^0 K^ -^ ^^^ 



-i-yc^c)"; 



le second (X^, ;j.i, vJ, les variations des dérivées d'indice 1, par les for- 
mules 



(43': 






Le h M- lième^ (^^^^^ ^^^^ v/^), douuera les variations des dérivées d'indice h 

(43") - 1 

et ainsi de suite jusqu'à un 72, 4- 1^^^^ segment {l^, l^^n, '^n) lequel ne sera 
autre que 

[o^'x] l^^yl ï^^\ 
LIpJ' Lo^'^J' L^^^'J' 

L'interprélation géométrique des segments (X, f^, v), (A^, ix^, Vi) sera la 
même que tout à l'heure. Celle du segment (l^, a^, v^) s'obtiendra si, lais- 
sant inaltérées les positions et les vitesses, on corrige les accélérations des 
points de la région 2 de manière à rendre leurs dérivées d'ordre n — 2 
continues au passage de S^. Il en résultera, au bout du temps infiniment 
petit U, une déformation proportionnelle à ot^ et dont le segment caracté- 
ristique sera [l^ of, [^■2^'^% '^2 ^O 
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On pourra opérer de même pour les segments suivants en introduisant 
les accélérations d'ordre supérieur. 

On déduira de là (ou encore de ce fait évident que les dérivées de x, y, z 
se transforment dans un changement de coordonnées absolument comme 
ces variables elles-mêmes) que les segments précédents ne dépendent pas 
du choix des coordonnées dans Fespace {x, y, z). Ils sont indépendants du 
choix de la fonction f, puisque les formules précédentes ne contiennent 
que les cosinus directeurs de la normale à Sq. 

Si aucun état initial n'est imposé en particulier par la question, on adop- 
tera encore l'état actuel à l'instant considéré, dans l'une ou dans l'autre de 
nos deux régions (ce qui est indifférent du moment que n est supérieur à 
l'unité). 

L'interversion des régions 1 et 2 changera le sens des segmenls dont 
l'indice est de même parité que n et laissera les autres inaltérés. 



g 3. — ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS [Suite) - LÈS CONDITIONS 
DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE 



80. — Nous avons maintenant à nous demander si les relations obtenues 
jusqu'ici sont les seules auxquelles soient assujettis les éléments de nos 
discontinuités. 

Supposons que nous nous donnions arbitrairement, en chaque point 
«0, &o»^05 d^ Sq, les nombres X, ^^ v; X^, ji^, v^ ; ... X^, fx„, v^. Soient 
d'autre part X, Y, Z ; X^, Y^, Z^ ; ... X^, Y^, Z^ des fonctions de a, h, c 
continues partout ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. A l'instant 
considéré i^^, donnons aux différents points du milieu : 

Les positions (X, Y, Z) dans la région 1, et les positions 

(x-H^;, Y + ^ç, z+^: 

\ n\ ni ' ni 

dans la région 2 ; 
les vitesses (X^^, Y^, ZJ dans la région 1, et les vitesses 



(X, 



(^_iyi' ^1 -^ (n — 1)1' ^^1 -+- (n— 1)1 



dans la région 2 ; 
Hadamard 
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les accélérations (Xg, Y^, Z^) dans la région 1 et les accélérations 

/ "X fn-^ u fn-2 w fn-2 

[^^'^'{^—2)1' ^-2^(^ — 2)!' ^-^^^(n— 2)! 

dans la région 2, 
etc. ; 

enfin, des accélérations d'ordre n égales à(X„, Y^, Z^) dans la région 1 et à 
(X^ H- In, Yn -H f^n, '^n "^ v^) dans la région 2, 

Dans les expressions précédentes, il est convenu qu'on donne à X, (jl, v, ... 
^n» (j-n? '^n Igs valeurs qu'ils ont au point (a^, b^, cj, pied de la normale 
abaissée du point (a, b, c) sur S^. 

On obtient ainsi, à Tinstant t^, une discontinuité d'ordre n dans laquelle 
les segments définis plus haut ont, en chaque point de Sq, les valeurs 
(X, [X, v), ... (}n, f^m Vn), lesquelles ont été prises arbitrairement. 

90. — Il reste à savoir si ce système de positions de vitesses et d'accélé- 
rations correspond bien à un mouvement satisfaisant à la condition d'im- 
pénétrabilité énoncée au n^ 44 et aussi à l'hypothèse supplémentaire faite 
au n° 46. 

Or, si nous con'^idérons deux milieux remplissant à un instant déterminé t, 
deux régions contiguës 1 et 2 de l'espace (la surface limite étant S), et si, 
les supposant entièrement indépendants Vun de raictre, nous donnons, 
en cet instant, à leurs différents points des vitesses et des accélérations 
des divers ordres continues dans chacun des milieux, mais variant (pour 
les points de la surface de contact) lorsqu'on passe de Tun d'eux à Tautre, 
ces milieux cesseront en général, aux instants postérieurs à t, d'être 
coniigus : ils se sépareront ou, au contraire se mêleront, certains 
points du milieu 1 entrant dans le milieu 2 et inversement. Pour qu'il en 
soit autrement, il faut évidemment certaines conditions : ces conditions 
que nous retrouverons plus loin, sont les suivantes : Les composantes 
normales de la vitesse et des accélérations successives doivent, pour 
chaque point de S, être les mêmes dans les deux milieux. 

Il semble donc qu'elles doivent être vérifiées dans le problème actuel. 

91 • — Nous allons voir que les choses ne se passent point ainsi. Mais 
nous avons, à cet effet, deux cas fondamentaux à distinguer : 

Ou bien la discontinuité affecte constamment les mêmes molécules^ au- 
trement dit, l'équation de la surface de discontinuité ne contient pas t : 
nous dirons alors que la discontinuité est stationnaire ; 



Hosted by 



Google 



LES ONDES AU POINT DE VUE CINEMATIQUE 99 

Ou bien l'équation de la surface de discontinuité dépend du temps : elle 
doit, par conséquent, s'écrire 

(44) f{a, &, c, = 

et est résoluble par rapport à t, lorsque a, h, c sont donnés (du moins dans 
une certaine région). La discontinuité affecte alors des molécules diffé- 
rentes, suivant les instants où on la considère : Nous dirons qu'elle se 
propage. Nous donnerons encore à une telle discontinuité le nom abonde. 

Les conditions précédemment énoncées sont effectivement nécessaires 
dans le cas des discontinuités stationnaires. 

Elles ne le sont plus pour les discontinuités qui se propagent. 

9!^. — Cependant, les segments (X, ui, v), (\^, jjl^, v^), ... (X„, [ji„, v^) ne 
peuvent pas être quelconques si nous nous plaçons, comme nous avons le 
droit de le faire, dans une région et dans un intervalle de temps oit la 
surface des discontinuités reste unique. 

Supposons que l'instant t^ où nous prenons la surface de discontinuité S^ 
fasse partie d'un tel intervalle de temps. Dans ces conditions, nous devrons 
exprimer que cette surface est unique, non seidement pour la valeur t^ 
de t, mais aussi pour les autres valeurs, tant antérieures que postérieures. 

Lorsqu'il en sera ainsi, nous dirons, avec Hugoniot, que les deux mou- 
vements qui ont lieu, à l'instant t^, dans les régions 1 et 2, sont coinpa- 
tibles. 

Les conditions pour que deux mouvements soient compatibles varient 
avec les problèmes de dynamique que l'on a à résoudre. Mais nous allons 
constater qu'il en est de communes à tous ces problèmes : ces conditions 
sont nécessaires pour que la compatibilité soit cinématiquement possible. 

93. Cas des dîscontînuîtés stationnaires. — Considérons 
tout d'abord une discontinuité stationnaire d'ordre n et soit 



une dérivée d'ordre n qui soit discontinue. Supposons que l'indice h soit 
différent de zéro. 

En un point (a^j, Iq, Cq) de la surface de discontinuité, la quantité 

^ — î^h ^ I ^ ^^ dérivée A^™® par rapport au temps différente de zéro, et 

cela pour une suite continue de valeurs de t, puisque, par hypothèse, la 
discontinuité ne cesse pas de porter sur la molécule {a^, h^, c^). 

^"— ^-,y^-- I ne peut pris être nul, sauf pour des valeurs particu- 
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lières de t. Si nous faisons abstraction de celles-ci, nous voyons qu'une 
dérivée d'ordre n — h est discontinue, et que, par conséquent, la discon- 
tinuité est d'ordre inférieur à n, conirairement à l'hypothèse. 
Donc enfin h doit être nul. 

Ainsi, dans une discontinuité stationnaire, les premières dérivées qui 
soient discontinues sont dHndice zéro, 

§n/^ ^riy gw^ 

04. — Supposons,enparticulier, qu'une dérivée de la forme ^^ ) g-^i ^- 

soit discontinue. Alors, d'après le raisonnement qui précède, il en sera de 
même pour une au moins des coordonnées x^ y ou z. Il y aura donc dis- 
continuiié absolue. Les deux portions 1 et 2 du milieu se comportent 
comme deux corps différents et glissent l'une sur l'autre en restant cons- 
tamment en contact. 

Ce sont précisément les conditions où nous nous étions placés au n°90. 
Ainsi que nous l'avons dit en cet endroit, si la vitesse, l'accélération, etc, 
sont discontinues, leurs discontinuités ne peuvent pas être quelconques. 
Il est aisé de trouver les conditions auxquelles elles doivent satisfaire (en 
admettant toujours, comme nous Tavons dit au n*' 46, que les deux milieux 
partiels 1 et 2 restent en contact et ne se séparent point). 

Soit, en effet, S la surface de discontinuité considérée dans Vétat actuel, 
et soit 

(45) ^{x,y,z,t)=^0 

Téquation de S. Une particule, tant de la région 1 que de la région 2, qui 
appartient à cette surface à un moment quelconque ne cessera pas (n*^ 48) 
d'en faire partie. On aura donc 

ôcp hx ôcp 8^y 5cp S^ ôcp ^ 

hcc Û ~^ iyït '^ ^M ^ Û ~ ' 

Soient (^i, y^, Zx), {x^, y^, z^) les particules situées, à l'instant t, au même 
point {x, y, z) de S et qui font partie, l'une de la portion 1, l'autre de la 
portion 2 du milieu. On pourra, dans Téquation précédente^ remplacer 
X, i/, z par ^15 yi. Zi et aussi par x^, y^, z^. En retranchant membre à 
membre les deux relations ainsi obtenues, il vient 

Ainsi la variation brusque de vitesse est un segment tangent à S. 
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ÎI peut arriver, à un instant particulier, que j ^^1» j g|j' |^^J soient 

nuls. Alors, à son tour, la variation d' accélération (û elle n'est pas nulle) 
est tangente à S. C'est ce que Ton voit en différenciant deux fois Téquation 
(45), ce qui donne 



(47) 



■^ ôi^ "^ ô5 W "^ hy Ù^ "^ hz a/2 '— ^ 



où tout est continu, sauf les termes 

S^ 87^ "^ ô^ ôP "^ S^i^ë?* 
z, 
L'ensemble de ceux-ci ne saurait donc varier par la discontinuité. 

Si l'accélération elle-même était continue, une conclusion analogue à la 
précédente aurait lieu pour l'accélération du troisième ordre; et ainsi de 
suite. 

Remarquons encore qu aucune des dérivées de x, y, z n est discontinue 
lorsqu'on la considère comme fonction dit temps ^ a, ô, c restant fixes ; 
car alors le point (a, h, c) fait partie soit de la région 1, soit de la région 2, 
et dans chacune de celles-ci, tout est continu. 

95. Cas des oncles. — Contrairement aux premières, les disconti- 
nuités qui se propagent ne donnent jamais lieu à des discontinuités ab- 
solues. En effet, deux molécules infiniment voisines à un instant donné 
ne peuvent cesser d'être telles que par le passage de la discontinuité. Mais 
comme ce passage n'a lieu que pendant un temps infiniment petit, leurs 
positions ne seront altérées qu'infiniment peu pendant ce temps. 

Contrairement au cas des discontinuités stationnaires, les dérivées qui 
seront discontinues le seront par rapport au temps. Car une molécule déter- 
minée quelconque passera d'une des deux régions à l'autre au moment oii 
elle sera atteinte par l'onde. 

Enfin, s'il y a compatibilité, il n'arrivera pas, comme dans le cas des 
discontinuités stationnaires, que les dérivées d'indice soient discontinues 
à l'exclusion des autres dérivées du même ordre. Bien au contraire, nous 
allons voir que toutes celles-ci varieront en même temps. 

96. — Occupons-nous donc d'exprimer quil y a compatibilité, au sens du 
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n'' 92 : que les deux régions 1 et 2, dans chacune desquelles le mouvement 
sera continu, sont séparées par une surface dont la position varie avec le 
temps, mais qui est unique à chaque instant, et dont nous désignons 
Téquation par 

(44) /(a, 6, c, = 

A cet effet, il nous sera commode d'utiliser le langage de la géométrie à 
quatre dimensions en considérant a, &, c, t comme les coordonnées d'un 
point dans un espace à quatre dimensions E^^. 

Dans cette conception, Tespace ordinaire [lieu du point {a, &, c)] consi- 
déré à l'instant t doit être regardé comme la section de l'espace E^. par la 
multiplicité t = const. 

L'équation (44) représentera une multiplicité triplement étendue Sq dont 
la section par t = const. donnera la surface de discontinuité S^ à l'instant t. 
La multij)licilé S^ divisera E^ en deux régions 1 et 2 engendrées respecti- 
vement, lorsque le temps varie, par les régions 1 et 2 précédemment con- 
sidérées de l'espace ordinaire. 

L'hypothèse précédemment faite (n°^ 70-71) consiste en ceci que les 
quantités sur lesquelles nous opérons et leurs dérivées sont continues en 
dehors de §q et sur S^ même, tout en pouvant être discontinues au passage 
de §0- 

97. ~ Gela étante nous appliquerons la méthode du n° 73, non plus à la 
surface S^, mais à la multiplicité S^. Soit ^ une fonction continue sur 
cette multiplicité, mais dont les dérivées soient discontinues (toujours dans 
les conditions indiquées aux n°^ 70-71). On verra, comme précédemment 
que Ton doit avoir 

(48) [g] da + [g] db + [g] de -H [il] dt = 0. 

moyennant l'équation différentielle de la multiplicité S^, laquelle s'écrira, 
cette fois, 

(49) fa da -f- ^ dh -^ f, de -\- ft dt = ^ 

ft désignant la dérivée À . Les équations (34) peuvent donc être complétées : 
on peut écrire 

-) [S] ^ .=[:?]:/- [S] ^^-[SJ^^.. 
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Si, maintenant, on suppose également que les dérivés de * jusqu'à 
Tordre n sont continues, on aura, au lieu des proportions (35), 

»«) [S] ^ '■'=■■■ = [«SW] ■■ f-'f''f--f''-- M ■■ '■• 

lesquelles, comme précédemment, pourront se résumer dans Fidentité 
(par rapport à da, db, de, dt) 

B]--[a*4a*-[a*)"* 

= \{fada -h f,dh -H f,dc -H ftdtY 
X étant la valeur commune des rapports (51) 

98. — Supposons, comme nous en avons convenu au n** 80, que les 
dérivées Z^, /&, fe sont respectivement égales aux cosinus directeurs a, p, y 
de la normale à la surface S^ représentée à l'instant t par 1 équation (44) : 
/ représentant (aux infiniment petits du second ordre près) la distance nor- 
male d'un point à cette surface, mesurée sur Vétat initial adopté, et 
comptée comme positive dans la région 2. 

Soient alors f^ («, h, c) le premier membre de l'équation de S^, c'est-à- 
dire la fonction /"dans laquelle on ne fera pas varier t; S'q, la surface ana- 
logue à Sq correspondant à l'instant t -h dt. La distance normale dn d'un 
point de S'o à Sq (comptée comme positive dans la région 2 et comme néga- 
tive dans la région 1) sera évidemment égale à la valeur de /q, ou, ce qui 
revient au même, de df^, soit 

dn -~= df^ =z f^da -^- /& db -\- fc de :=: — ft dt. 

La quantité -i- est la vitesse de propagation de Fonde, mesurée sur 
l'état initial considéré. Nous la désignerons par la lettre 6 ; de sorte qu'on 



aura 



(52) e =-/•,. 

Elle est positive ou négative, suivant que la propagation se fait de la 
région 1 vers la région 2 ou en sens inverse. 

Si / représente le premier membre de l'équation de g^ prise sous une 
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forme quelconque, il faudra, pour obtenir les cosinus directeurs a, p^ y, 
diviser les coefficients de (49) par sj fc? + î^ -+- /?• On aura donc alors 

(520 6 = -^ '^-~ 

^fa^ -H /;^ -H /^c^ 

le radical étant toujours pris avec le signe de /"dans la région 2. 

99« — Grâce à la présence de ce radical, la vitesse dépend du choix de 
l'état initial et, lorsque l'on change celui-ci, elle est altérée évidemment 
dans le même rapport que les distances normales à la surface de discon- 
tinuité. 

Comme précédemment, nous prendrons le plus souvent, pour état 
initial, Tétat actuel à l'instant considéré, en spécifiant, dans le cas du 
premier ordre, qu'il s'agit de l'état de la région 1. 

100. — En même temps que la vitesse de propagation, on peut avoir à 
introduire la vitesse de déplacement de l'onde, c'est-à-dire la vitesse avec 
laquelle se meut la surface de discontinuité considérée dans l'espace 
actuel. 

Soient 

(45) cp {x, y, z,t) = 

l'équation de cette surface (cp étant la valeur que prend / lorsqu'on rem- 
place a, bf c par leurs valeurs tir.^es des équations (l'j ) ; S, sa position à 
l'instant t; S^ sa position à l'inslant t -{- dt. La vitesse de déplacement, 
que nous désignerons par T, sera le quotient par dt de la dislance normale 
des surfaces S, S' (avec la même convention de signe que tout à l'heure). 
Le raisonnement présenté ci-dessus donne évidemment pour valeur de 
cette vitesse 



(53) T = 



ôcp 



v/cir-^'-c-iy 



La vitpsse T est distincte de la vitesse de propagation, même lorsque 
celle-ci est comptée sur un élat initial identique à l'état actuel à l'instant t. 
Dans ce cas, en effet, S^ coïncide avec S; mais S'q ne coïncide pas avec S^ 
S'o est le lieu des positions qu'occupent, à Finstant t^ les particules qui, à 
l'instant t -f- dA, forment la surface S\ 
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Il est d'ailleurs aisé de trouver la relation qui existe entre les deux vi- 
tesses. Supposons, en effet, pour simplifier, / choisi de manière à ce que 
fa-, /b» fc soient égaux aux cosinus directeurs a, p, -^ de la normale à S^^ 
(c'est-à-dire à S) 

Ces cosinus directeurs seront aussi é^aux à -^ , --^ , -^ à l'instant t, puis- 

^ X)X ^y ^z 

qu'alors x, y, z ne sont autres que a, h, c. On aura 6 == — /^ et T = — .y • 
Or cp n'est autre que /, exprimée à Taide des variables œ, y^ z^ t et, par 
conséquent, -î n'est autre que la dérivée^, liée à g^ := /^ par la rela- 
tion (18). On a donc 

ffr- A\ rr In ÔCP Ôçp ÔCO \ 



ôcp ôcp ôco\ 

-^ — -y • — II) -^\ 

do? Xiy ^Zj 



Vn désignant la composante normale à S, de la vitesse [u, v, iv) au point 
et à l'instant considérés. 

On arriverait d'ailleurs au même résultat en appliquant le théorème de 
la composition des mouvements. Le mouvement de S dans l'espace peut en 
effet être considéré comme résultant: 1° de son mouvement relatif par rapport 
au milieu, lequel^ s'il agissait seul pendant le temps dt, amènerait S à la 
position S'o et qui n'est autre que la propagation de l'onde ; 2° de son 
mouvement d'entraînement, qui est le mouvement même du milieu. La 
vitesse normale T est donc la somme des vitesses normales de ces deux 
mouvements, lesquelles sont précisément et v„. 

I^QQbis^ — Les formules (52'), (53) sont d'ailleurs susceptibles d'une 
interprétation géométrique qui nous apparaîtra plus clairement si nous 
considérons d'abord des mouvements à deux dimensions. 

Envisageons un mouvement ayant lieu dans un plan, de sorte qu'il n'y 
ait que deux coordonnées initiales a, h et deux coordonnées actuelles x, y» 
Les discontinuités que nous consirlérons auront alors lieu suivant des 
courbes dont la position, à un instant quelconque t^, sera représentée, 
sur l'état initial, par S^ {fig, 7). 

Nous pourrons prendre comme troisième coordonnée le temps ty 
l'axe des t étant pris vertical et les coordonnées horizontales étant a, h. La 
multiplicité §o q"* représente la marche de l'onde suivant une convention 
analogue à celle du n°96, sera ici une surface {fig, 7) 'dont la section S'^ 
par un plan horizontal quelconque t = t' donnera la nouvelle position de 
l'onde à l'instant correspondant. Il ne restera plus qu'à représenter cette 
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courbe sur le même plan où est figuré S^,, ce qui se fera évidemment en la 
projetant horizontalement sur ce plan en s'^ (fig, 7). 

Si t' est infiniment voisin 

^ — ' '^ \ de t^, le déplacement normal dn 

\ o' \ (? de Ponde sera figuré par ladis- 

\ ^^..---'r — ' \ tance normale Mm' {fig, 7) des 

/Sf^^- |--\ 1-\ 7 courbes S^, s'n- Comme d'ail- 

/ \ ! __\_ ^e j \ / 07 U 

/ l\ „.'""'^'''-'^-\ ^^^L^/ l^urs dt n'est autre que la dis- 

/ x^.^""""" ^ ^ ^^ / tance du point w! au point M' 

de S^o dont il est la projection, 

^ ^^* *' on voit que la vitesse de pro- 

dît w?'M 

pagation -^ n'est autre que la limite de -^ji ? c'est-à-dire que Vinverse de 

la pente de la surface Sq par rapport au plan horizontal (ou que la co- 
tangente de Tangle que font cette surface et ce plan). 

Or les formules de la Géométrie analytique donnent précisément, pour la 
quantité ainsi obtenue, une expression tout analogue à (52'). 

Si Ton avait pris comme coordonnées horizontales les coordonnées 
actuelles x, 2/, c'est-à-dire si l'on avait construit non plus S^, mais$, l'in- 
verse de la pente de cette dernière aurait donné la vitesse de déplacement 
sous une forme analogue à (53). 

Il est clair que ces considérations s'étendent d'elles-mêmes aux mouve- 
ments dans l'espace, sans autre difficulté que l'introduction de la géométrie 
à quatre dimensions, et qu'on retrouve ainsi les formules (52'), (53) telles 
que nous les avons écrites. 

Il nous arrivera, dans la suite, d'employer les figures relatives aux mou- 
vements plans (telles que la fig. 7) pour représenter les raisonnements 
que nous ferons sur les mouvements dans l'espace (de sorte que, parlant, 
dans le texte, d'une surface Sq, nous tracerons sur la figure une courbe S^; 
et ainsi de suite). 

101. — Gomme précédemment, nous traiterons à part les discontinuités 
du premier et du second ordre. 

Pour le premier ordre, œ est continu, mais non ses dérivées : nous écri- 
rons donc (no 97). 

La valeur commune des trois premiers rapports étant X (dans le système 
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de notations du n° 77) pendant que la variation de y, est désignée par X^, 
il vient 

(55) ^1 -- - 6>^. 

De même 



— -^ Gp. 




(550 



Ainsi, les deux segments (X, |ji, v), (X^, (jl^, Vi) ont la mêtne direction. 
Leur rapport est égal au signe "près à la vitesse de propagatioîi 6. 

10!^. — Cette relation subsiste quel que soit Félat initial adopté, mais 
pendant que X^, [ji^ v^ seront indépendants de cet état initial, le choix de 
celui-ci influera au contraire sur X, \i, v et 6. Si l'on choisit l'étal actuel de 
la région 1 ou celui de la région 2, la quantité ô aura, ici, deux valeurs en 
général difl'érentes 6^ et 62 dont le rapport est égal à la dilatation normale 
1 -H Xa -i- [^p + vv. 

En raison de cette circonstance, il y a souvent avantage à introduire, 
pour une discontinuité du premier ordre, la vitesse de déplacement T, 
laquelle est indépendante du choix de l'état initial. Cette vitesse est liée 
à ôj et à 62 par la formule (54), dans laquelle Vn qui est, en général, affecté 
par la discontinuité, a deux valeurs différentes i\n et v^ri> On a 



(56) T=^\-^v,n = ^ 



2 



103. — Soit maintenant une discontinuité du second ordre. Notre 
lemme, appliqué à la quantité x qui est continue ainsi que ses dérivées pre- 
mières, nous donne 

^—2 1: a'^ ainsi que tous les rapports analogues relatifs 
aux dérivées d'indice zéro, est égal à X (n*^ 85). De même, nous avons posé 
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et 






^^ J 


Donc 








(57) 








Comi 


me on 


a pareillement 


fi fi2 



(570 



les trois segments (X, jjl, v), (X^, ji^, vj, (X^, {^g» '^2) "^^^^ ^^ même direction 
et en progression géométrique^ la raison de cette progression étant — 6 
Les proportions précédentes peuvent d'ailleurs s'écrire 

\jh\ <^« + \}h\ '^^ + [è] "^^ -^ [si] ^V ^ 

nrr X [(xda -\- ^db -+- Y<^c — Qdty^ 
r= [ji (ada -h p(iè -h 7<ic — Mty, 

[è] ^^ -^ [â] ^^ -^ [rj ^^ -^ [al] ^^j ^ 

= V {ada + P(^6 + ^(dc — ec?^)^ 

Ces considérations se généralisent d'elles-mêmes. Pour n quelconque, 
les n -\- i segments (X, p-, v), (X^, {^^, v^).., (X„, fi^, v^) 0/2^ ^a m^me direc- 
tion et forment une progression géométrique dont la raison est égale^ au 
signe près, à la vitesse de propagation ; on a 



X = --- 



Xi X/i 



(--. 6)^ ••* (— 6)^ 



(58) \ f^ — ZT^ (_ 6y^ (— 6) 



1 ' — ni (— ey^ (— e)^ 

Ces relations sont vraies, pour tout choix de Tétat initial^ bien que celui- 
ci influe sur les valeurs des quantités qui y figurent. Bien entendu, pour 
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les ordres supérieurs à Tunité, il est inutile, lorsqu'on prend pour état 
initial Tétat actuel, de spécifier s'il s'agit de l'état 1 ou de l'état 2. Si on 
intervertissait l'ordre des deux régions, 6 subirait un simple changement 
de signe. 

104. — Le cas des discontinuités stationnaires correspond évidemment 
à ô r:= 0. Or si, dans les formules (58), on annule 6, il \ienilh = l^h = '^h'=^ 
(pour h >> 1), On retombe donc bien sur le résultat obtenu au n" 93 : 

Dans une discontinuité stationnaire d'ordre n, les seules dérivées d^ ordre 
n qui soient discontinues sont d'indice zéro, 

lOo. — Le cas où les relations (58) sont vérifiées semble au premier 
abord beaucoup plus particulier que celui où les segments (X;^, |jl;^, v;^) sont 
quelconques. Cependant, il résulte de ce qui précède que la compatibilité 
doit être regardée comme la règle, et le cas contraire comme l'exception. 
Si, en effet, il n'y a pas compatibilité, la surface de discontinuité ne peut 
pas rester unique, elle se dédouble tout au moins en deux feuillets qui 
étaient séparés avant l'insfanl t et le sont de nouveau après. La disconti- 
nuité sans compatibilité qui existe à l'instant t doit donc être regardée 
comme étant en réalité la superposition de deux ou plusieurs autres dont 
les surfaces d'onde coïncident momentanément (^). On ne saurait supposer 
que l'absence de compatibilité ait lieu une infinité de fois dans un inter- 
valle de temps fini, car alors les surfaces de discontinuité, se dédoublant 
une infinité de fois, ne seraient pas isolées. 

106. — 11 y a donc lieu, dorénavant, d'admettre, sauf indication con- 
traire, que les n -H 1 segments ont entre eux les relations (58). 11 en 
résulte, en particulier, ç\\\une discontinuité est entièrement définie, en 
chaque point de la surface d'onde, par un segment : le segment (X, jjl, v) 
qui correspond aux dérivées d'indice 0, et un nombre : la vitesse de propa- 
gation. 

10^. — Ce segment et ce nombre peuvent d'ailleurs être quelconques : 
autrement dit, les équations (58) donnent bien, cette fois, toutes les rela- 



(1) Un tel fait est d'ailleurs tout à fait exceptionnel : lorsque deux discontinuités 
se propagent indépendamment l'une de l'autre, elles ne se rencontrent, en général, 
que suivant une ligne, sans que les surfaces d'onde coïncident à aucun moment. 
(Voir chap. vu). 
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lions qui existent, dans une discontinuité d'ordre n, entre les variations 
des dérivées de cet ordre, lorsqu^on ne connaît rien sur la nature dynamique 
du mouvement. 

Donnons nous, en effet, arbitrairement l'équation (44) de §o : nous 
pourrons évidemment la choisir de manière qu'à un instant déterminé, 
Sq ait une position donnée et 6 une valeur donnée en chaque point. Don- 
nons-nous aussi arbitrairement, en tout point de S^ et même de S^, le 
segment (X, {ji, v). Soient enfin X, Y, Z des fonctions de a, h, c, t continues 
ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. Les équations 

X -^^X, y = Y, z = Z, dans la région \ 

ni / 

(5^) \y=Y-,^ [/(«_L.^i)I" dans la région 2 

ni ] 

définissent un mouvement (et non plus seulement un système de vitesses 
et d'accélérations, comme au n° 89) présentant une discontinuité d'ordre n 
dont les éléments sont bien ceux que nous nous étions donnés. 

Nous voyons bien d'ailleurs pourquoi le mouvement ainsi défini ne cesse 
pas de vérifier les hypothèses générales des n°^ 44-46, quoi qu'il ne 
satisfasse pas aux conditions du n° 90. La raison en est la même que celle 
pour laquelle, comme nous l'avons vu au n° 9o, les discontinuités qui se 
propagent ne donnent pas lieu à des discontinuités absolues. La continuité 
des vitesses ou des accélérations cesse, pour une particule quelconque, au 
moment où elle est atteinte par l'onde; mais elle ne cesse que pendant un 
temps infiniment petit et se rétablit ensuite, de sorte que la continuité 
du mouvement n'en est pas troublée. 

108. — Dans le cas où il n'y a pas compatibilité, la discontinuité 
d'ordre n se divise, en général, en discontinuités partielles qui sont égale- 
ment d'ordre n (les segments (X/^, (jl/j, v;^) relatifs à celles-ci ayant, pour 
chaque valeur de h, une somme géométrique égale au segment analogue 
correspondant à la discontinuité primitive). 

Mais il est à remarquer que d'autres hypothèses sont possibles. Par 
exemple, une discontinuité d'ordre n peut se dédoubler en discontinuités 
d'ordre super ienr k n : une discontinuité qui porte sur les vitesses peut 
être remplacée par deux autres qui ne portent que sur les accélérations. 
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Pour nous en rendre compte, considérons, pour simplifier, un mouve- 
ment effectué suivant l'axe des abscisses, chaque point de Tétat initial étant 
défini par une seule coordonnée a et sa position 
actuelle, par une seule coordonnée x. La variation 
de 07 en fonction de a et de ^ pourra alors être repré- 
sentée par une surface. 

Supposons que cette surface se compose de deux 
demi-plans formant un dièdre : nous aurons ainsi jpjg^ g 

une discontinuité du premier ordre. 

Par un point S de Tarête du dièdre (correspondant à une valeur a^ de a 
et à une valeur t^ de t), menons deux droites SA, SB, dans les deux faces 
{jftg. 8) et relions ces deux droites par une nappe conique tangente, suivant 
ces deux génératrices^, aux deux faces du dièdre. Nous pourrons alors sup- 
primer les portions de celles- ci comprises entre les deux droites et la portion 
de Tarête {fèg. 8) qui correspond h t '^ t^, pour les remplacer par la nappe 
conique, et nous aurons ainsi un mouvement présentant, pour t = t^^ une 
discontinuité d'ordre 1 et, pour t ^ t^, deux discontinuités d'ordre 2. 

109. — Revenant au cas de la compatibilité^ nous allons nous proposer 
de calculer les variations subies par les principaux éléments considérés 
dans la première partie de ce chapitre. 

Densité. — Pour l'étude de la densité, nous supposerons qu'on a pris 
l'état actuel pour état initial. 

Considérons d'abord une onde du premier ordre : nous savons que la 
déformation de l'état 2 par rapport à l'état 1 appartient à la catégorie 
étudiée au n" 56, et nous avons appris à évaluer la dilatation normale, égale 

au rapport — des densités. Cette dilatation s'obtient en ajoutant l'unité 

à la composante normale Xa -f- [jip -f- vy de la discontinuité (^), supposée 
rapportée à l'état 1 du milieu : ainsi on a 



(60) Pi ^ 1 _|- Xa -h {xp -4- VY 



Cette expression peut se transformer de diverses manières en ayant égard 
aux relations indiquées aux n°' 101-102. Tout d'abord, en multipliant 



(1) G'est-à-dire du segment qui, joint au nombre 6, définit la discontinuité, ainsi 
que nous venons de le voir. 
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la composante normale de la discontinuité par — G, nous obtiendrons celle 
de la variation de vitesse. Donc 

(61) Pi^i__M. 

P2 ^ 

Dans cette formule, Vn désigne la composante normale de la vitesse et 
doit recevoir la valeur ô^. On obtiendra évidemment la même valeur 

pour - en changeant le signe de [y^] et remplaçant 6^ par 6^, — par ~ : 

P2 P2 Pi 

C'est ce que l'on vérifierait sans difficulté à l'aide des relations précédem- 
ment établies (n° 84). 

D'autre part_, nous avons vu que la dilatation normale est égale au 
rapport des deux vitesses 0^ et Gg. Si nous tirons celles-ci de la double 
égalité (56), il vient 

Pi^^^TL^ 
P2 ^1 T-î^i, 



(62) 

ou si Ton veut 




(610 h^i^ziS^ = -M, 

110. On démontrerait directement le même fait en considérant la portion 

d'espace comprise à l'intérieur d'un petit 
cylindre dont les deux bases G, G' sont 
respectivement situées dans deux posi- 
'"^ tions successives S, S' {fig. 9), occupées 
par la surface d'onde aux instants t et 
-pi Q t -[- clt Qi àoni le volume est Cïdt. 

Cette portion d'espace passe {}) de 
l'état 2 à l'état 1 pendant le temps cit. 

Or, le volume entrant par la face G, sous Pétat 1, a pour expression Giv^^d^ 
et le volume sortant par la face C, sous l'état 2, est égal à Q^v^JH. Quant au 
volume entrant ou sortant par les faces latérales, il est négligeable, si nous 

clt 
supposons, comme nous avons le droit de le faire, que le rapport -^ soit infini- 
ment petit. 

En écrivant que le volume de la partie restante varie dans un rapport 
inverse de celui des densités, on retombera sur la relation (62). 



(1) Nous supposons, pour fixer les idées, la vitesse 6 positive, ainsi que v^n-, '^2»* 
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1 1 1. — Dans les discontinuités d^ordre supérieur, la variation brusque 
ne porte pas sur la densité elle-même, mais seulement sur ses dérivées 

d'ordre n — 1 (si l'onde considérée est d'ordre n), La quantité log^ étant 

continue ainsi que ses dérivées jusqu'à Tordre n — 2 inclusivement, il 
existera un nombre x tel que Ton ait 



(63) 



ïav hh^ ùe U^' 



z==. X ai^ p? f (— e)^^ 



Pour évaluer x, nous pourrons nous borner à considérer les dérivées 
d'indice zéro. Si nous prenons pour état initial celui de la région 1, la quan- 
tité log ^ sera identiquement nulle dans cette région. Mais d'autre part, la 

P 
déformation de la région 2 par rapport à la région 1 ayant les propriétés 

gn — 1 Jqct &) 

étudiées au n° 59, la valeur de ^ p dans. la région 2 sera donnée 

lai' ÏÛÏ¥ 
par la formule (17). On a donc 

(64) X == Xa -H (Jip -f- VY. 

Comme p^ est, en général, continu ainsi que toutes ses dérivées, nous 

1 
avons ainsi la variation des dérivées de log 



p 



1^ If bis^ __ (jn pourrait d'ailleurs partir également des dérivées d'indice 
non nul en utilisant la formule (20). Pour ;^ = 2, celle-ci donne 

^ /j 1\ ()^^ 'm_ 5^£ 

ït V g p/ ~ ô^ "^ ôy "^ ô^ ' 

, , , ,, . 01^ ov oii; "o^x Py o'^ z 

Le second membre peut s ecnre Ta^' Tb ^ Te = ÛSt-^ Mt "^ TcÛ 

si a, b, c coïncident avec œ, ?/, z (^) : on retombe donc bien sur la formule 
(64). On généraliserait d'ailleurs au cas de n quelconque en différenciant 
un nombre de fois suffisant la formule (20). 

Si Ton voulait le changement de densité, la discontinuité étant rapportée 



(}) Cette transformation est applicable dans les deux régions, quoique Tétat initial 
soit celui de la région 1, grâce à ce fait qu'elle n'introduit qu'une différentiation 
par rapport à a, b, c. 

Hadamard 8 
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à un état inilial quelconque, il faudrait bien entendu, transformer les for- 
mules que nous venons de trouver, à Taide des principes précédemment 
établis. 



1 IS. — Composantes de déformation. — Plus généralement, cherchons 
rinfluence d'une discontinuité sur les composante de déformation (7) 
(n° 51). Nous allons, cette fois, ne faire aucune hypothèse sur le choix de 
l'état initial. 

Soient encore x' , y\ z' les coordonnées correspondant à l'état de la 
région 1 prolongé dans la région 2. Prenons d'abord n = 1 : on aura, aux 
infmiment petits du second ordre près, 

et par conséquent 

dx' -i- dy^ -\- dz^ — [dx' -+- \dff -h {dy' H- [idff -h {dz' -4- ^idff 

= dx'"- ~\- dy'' -\- dz''- -\- 2df{ldx' -H \i.dy' -f- vdz') 



(X^ 



v^) dp 



r^ dx'^ -\- diP + dz'^ 

~\-2{fada-^ fidb 



fcdc) [Idx' 4- ixdy' 



vdz'^ 



-H (X^- -H [^^ -h v2) {fja 4- f,db -h rcdcf. 

Les variations subies par les composantes de déformation sont donc les 
demi coefficients du polynôme 

( 2 [fada 4- fudb -h f.dc) (kdx' -h ixdy' 4- vdz') 

( 4- (X2 4- (^2 ^_ ,2) (^^^^ _^ ^^^^^ _|^ ^^c^^).2 . 



(65) 



113. — Mais les résultats prennent ici une forme beaucoup plus simple 
pour n >• 1. Ce ne sont plus alors les composantes de déformation, mais 
leurs dérivées d'ordre n — ^^ 1 qui sont discontinues. Prenons toujours le 
cas le plus important, celui de n ■= 2, dans lequel 



d'où 
(66) 



œ 


= x' 


+¥ 


y 


^1/ 


-'f 


z : 


-^z' 


-¥ 


dx z 


— dx' 


' + Ifdf 


dy = 


= dy' 


-^^fdf 


dz - 


^dz' 


-h ^>fdf 
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id5 



en négligeant des termes qui contiennent f^ en facteur. La simplification 
résulte de ce que, en élevant au carré et ajoutant, on peut négliger les 
carrés de ^^fclf, ]^fdf, vfdf : on obtient : 

dx" -H dy' -Y- dz'- ^ dx"- + dy'^ H- dz"- H- 2fdf{\dx' -4- i^^d^J -h ^)dz') 

de sorte que les variations de z^, £3, £3, 7^, Y2' Ts ^^^^ ^^^ coefQcients du 
polynôme quadratique fdf Çkdx' -i- \j^dy' -\- vdz'). 

Désignons, comme au n° 4T, par a^, h^, c^ ; «g' ^25 ^-2 '•>^à^ ^3» ^3 ^^^ ^^^ 
rivées premières de ^, y, z. par rapport h a, b, c : ces dérivées coïncident 
avec celles de x', y\ z' en tout point de la surface d'onde, puisque la dis- 
continuité est du second ordre, et Ton a 



(67) 



avec 



\dx^ -h ]xd\J -\- ^dz' =. Lda -H Mdb -h Ndc 



(67^) L := X^jL -h [xa^ H- v«3, M = X^?i H- jj^^g -h vèg, N = Xc^ -{- [xCg -h vCg. 

<i/ étant égal à fada -H /l,(i& -\-.fcdc, les quantités dont varient s^, £2? ^3' 
ïi' T2' Ï3 ^^^^ ^^ passage de l'état 1 prolongé à l'état 2, sont (toujours aux 
termes près de l'ordre de f^) 



(68) 



/.L/;„ f.Mf,, f.Nf, 

/•.(M/; + NA), /■(N^-+-L^), /■(!/, + MA). 



Enûn, /"étant nul sur S, et ayant pour dérivées partielles /"a, fl, f^ on 
obtient 

[s]^^-=[s}A=[i]^A.=«v.+N, 



(69) 
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résultat que l'on vérifierait, bien entendu, sans difficulté à l'aide des for- 
mules (40), (40'). 

Si la discontinuité était d'ordre n, il faudrait, dans les formules (66) et, 

par conséquent, dans les formules (68), remplacer /'par >- . ^ , et les 

formules (69) seraient remplacées par 

t-Sfe'] = f'^f^' f<^' - L/-«. [£-re] = ré' f.'^ n = m/-. + w, 

Nous n'avons écrit que les formules relatives aux dérivées par rapport 
à «, h, c; mais nous pouvons évidemment en déduire les variations de 
toutes les autres dérivées d'ordre n — 1, le lemme du n° 97 étant appli- 
cable à £i, £2, h^ Tl> Ï2^ Ï3- 

On pourrait, des formules précédentes, déduire la variation de la densité 
(dans le cas du premier ordre) ou de ses dérivées, puisque la dilatation est 
une fonction des composantes de déformation. 

4 I3bis^ — Même lorsque la discontinuité est du premier ordre, le résul- 
tat est tout semblable à celui que nous venons d'écrire, si cette discontinuité 
est très petite, de manière qu'on puisse négliger les carrés de X, ja, v. Le 
polynôme (65) se réduit alors à sa partie linéaire par rapport à ces trois 
quantités et il vient (en tenant compte de (67)) 

r AQ^ ^ ^'^'^ ^ ^^^' L"^^] =- MA, [£3] = N/;, 

^''^^ l [^J = M/; -H N^, [Y,] = Nfa -H Ve, Lts] - LA -i- M/;. 

114. Rotation moléculaire. — Soit une discontinuité du second ordre : 
prenons pour état initial Fétat actuel en supposant toujours que A, /i, A 
sont égaux aux cosinus directeurs a, p, y de la normale à l'onde. Les 
composantes 

1 /'àîO iW^ 

^ "" 2 \ ô^ "~ ô5; 

\ l^u '^w\ 

^ "^ 2 \ô5 ~ lûo) 
1 l^v ^u\ 

2 v^^ ^y) 

de la rotation moléculaire s'écrivent ici 

1 / 0-2^ ^^y \ 1 / 0^ __ i'f \ i /il^ _ S'^ 

i\fm'^ ocW' 2\^cot UÛ)' 2\UU - lUt 
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Sa variation sera donc d'après nos formules 

(70) [p] = |((..^_vp), [2] = I (va - Xy), [r] = I (Xp _ ^a). 

L'interprétation géométrique de ces expressions est bien connue : si Pon 
mène, avec le point considéré comme origine, le segment (X, jx, v) qui 
caractérise la discontinuité et d'autre part, un segment normal à l'onde et 

A 

de grandeur ^ , la vaîiation de rotation moléculaire est égale au moment 

d'un de ces segments par rapport à Veooirémitè de Vautre, 

Ou, si l'on veut, la variation de rotation moléculaire s^ obtient en fai- 
sant touriier d'un angle droite dans le plan tangent à Vonde la projec- 

A 

tion du segment (X, [jl, v) sur ce plan^ et la multipliant par -^^ 

On voit que la variation de rotation moléculaire est toujours un 
segment tangent à la surface de discontinuité, 

11 est clair qu'on écrirait sans difficulté des formules analogues à (70), 
pour les variations des dérivées dep, ^, r dans les discontinuités d'ordre 
supérieur à 2. 

115. — La direction d'une discontinuité est celle du segment (X, [ji, v) 
qui la caractérise, direction que nous savons être aussi celle des segments 
Xi, P-i, Vj), ... (X,j, [j.,„ V,,). 

Si cette direction est normale à la surface d'onde S, considérée dans 
Vétat actuel, la discontinuité sera dite longitudinale ; si elle lui est tangente, 
la discontinuité sera dite transversale. 

Il résulte des formules obtenues ci-dessus qu'une discontinuité longitu- 
dinale est sans influence sur la rotation moléculaire et quune disconti^ 
nuité transversale est sans influence sur la densité, 

116. Signe d'une discontinuité. — Etant donnée une discontinuité 
d'ordre quelconque ayant lieu à l'instant t, imaginons qu'à partir de cet 
instant, chaque molécule continue à se mouvoir avec la même vitesse et la 
même accélération initiales, autrement dit, qu'on rende ces vitesses et 
ces accélérations continues par rapport au temps. 

Gomme il a été remarqué au n°^]90^ le mouvement fictif ainsi obtenu 
ne vérifierait plus, en général, les hypothèses énoncées aux n°^ 44-46. 
Ou bien les deux milieux partiels 1 et 2 pénétreraient l'un dans l'autre ; ou 
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118 CHAPITRE 11 

bien, au contraire, ils s'écarteraient l'un de l'autre et cesseraient d'être 
contigus. 

Dans le premier cas, la discontinuité considérée sera dite 'positive ou 
C07nprimante ; dans le second, négative ou dilatante. 

D'après cette définition, le signe d'une discontinuité n'est pas modifié 
lorsqu'on intervertit les rôles des deux régions qu'elle sépare. Il changerait 
si l'on renversait le mouvement, c'est-à-dire si l'on substituait les instants 
antérieurs aux instants postérieurs et inversement (ce qui revient à changer 
le signe de t dans les équations du mouvement). 

11 est évident, d'après ce que nous avons dit au n° 94, que le signe en 
question est lié au sens de la différence qui existe entre les deux valeurs 
de la composante normale de la vitesse ou de l'une des accélérations suc- 
cessives. Pour obtenir la forme exacte de cette relation, il suffit de reprendre 
les raisonnements présentés en cet endroit. 

Soient S^ la surface limite du milieu 1 (laquelle coïncide à l'instant 
donné Îq avec la surface de discontinuité S) dans notre mouvement fictif, 
(^i> 2/i5 ^i) ^" quelconque de ses points ; 

(71) ?(^i,2/i»^irO==0 
son équation. 

Convenons, pour fixer les idées, que le milieu 1 sera situé, par rapport à 
cette surface^ du côté cp <; 0. 

Soient encore S^ la surface limite du milieu 2 ; [x^, y^^ ^2) ^^l^i de ses 
points qui, à l'instant Z^, coïncide avec [x^^ y^, Zx), ce point étant égale- 
ment supposé animé de notre mouvement fictif. Il y aura pénétration des 
deux milieux, si Ton a, pour j^ r=r ^^^ -1- e, 

(72) ^{œ,,y,,z,:'t)<{i. 

Il suffit, pour cela, que la dérivée du premier membre, si elle ne s'annule 
pas pour ]f=:^o> soit négative. Comme le premier membre de l'équalion (71) 
est supposé identiquement nul/ceci donne (comparer l'équation (46)) 

(^^^ S i^t\ ^ Mj L§d ^^ y^r 

Mais o étant supposé négatif du côté de la région 1, -î-, J, Jf ont les 

OX ÔZ7 ô^ 

signes des cosinus directeurs de la normale à S dirigée vers la région 2 : 
donc l'inégalité (73) exprime que, dans le passage de la région t à la 
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région 2, la composante normale de la vitesse augmente dun segment 
dirigé vers la région 1 . 

Si au contraire le changement de composante normale de la vitesse a 
lieu vers la région 2 quand on entre dans cette dernière région, la quantité 
?(^2' V-ii ^25 ^^^'^ positive à l'instant t^ -\~ s, et par conséquent le point 
(^2» ^2» ^2) s^^^ extérieur à la nouvelle position occupée par le milieu 1 à 
cet instant. En un mot, la discontinuité sera dilatante. 

Si maintenant, la composante normale de la vitesse restant continue, 
l'inégalité (73) est remplacée par une égalité, il faudra exprimer que la 
dérivée seconde de ^{x.^^, y.^, z^, t) est négative. A cet effet, on n'aura, 
comme au n^ 94, qu'à différentier deux fois l'équation (71) et l'iné- 
galité (72). Dans le cas où la vitesse elle-même (et non plus seulement sa 
composante normale) est continue, on obtient ainsi évidemment (com- 
parer l'équation (47)), pour une discontinuité comprimante, 



et, pour une discontinuité dilatante, 



t)cp 



Celles-ci expriment les mêmes conditions que tout à l'heure, sauf que la 
vitesse est remplacée par l'accélération. 

Si cette dernière, à son tour, était continue, il suffirait de la remplacer 
par l'accélération du troisième ordre ; et ainsi de suite. 

117. — Les considérations précédentes subsistent (ainsi qu'il nous est 
utile, pour la suite, de le remarquer) qu'il y ait ou non compatibilité. 

Il n'y a, bien entendu, pas lieu de parler des discontinuités stationnaires, 
qui, d'après ce qui précède, ne sont ni comprimantes, ni dilatantes. 

S'il y a compatibilité, on peut donner au résultat une forme un peu 
différente. 

Prenons, pour fixer les idées, le cas du [premier ordre : la différence des 
deux vitesses normales est égalera — 0, multiplié par la composante nor- 
male du segment (X, |jt, v). Or cette dernière est égale à ^ — 1. 

P2 

Donc, la discontinuité est dilatante ou comprimante, suivant que la pro- 
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120 CHAPITRE 11 

pagalion se fait vers la régioQ la plus dense ou vers la région la moins 
dense. 

Dans une discontinuité du second ordre, ce n^est plus la vitesse, mais 
Taccélération qui est discontinue. De même, si la discontinuité est d'ordre n, 
elle portera seulement sur l'accélération d'ordre n et son signe dépendra par 
conséquent, de celui qu'aura la composante normale du segment (X„, {^„, v^^). 

D'autre part, considérons les dérivées successives de la densité par rapport 
au temps. Les n — 2 premières d'entre elles sont continues : pour la 
n — lème^ on a (n° 111) 



B-Mogi1 



= (Xa 4- fjip -h vy) (— e)^- 

ce qui, d'après les formules (58), peut s'écrire 



[ 



1 

Lp 



~ (X,,a -h [i-n^ -H v„y). 



La discontinuité sera comprimante si la parenthèse du second membre 
est négative» c'est-à-dire 6^' la 'propagation se fait vers la région où la 
dérivée n — i^"^^ de la dilatation par rapport au temps est la plus 
grande. 

1Î8. — On peut rattacher aux considérations précédentes certaines 
remarques simples relatives au dédoublement d'une discontinuité. 

Considérons, par exemple, une discontinuité du premier ordre compri- 
mante. Supposons qu'il n'y ait pas compatibilité, mais que le dédoublement 
ait lieu en deux ondes seulement, et que, de plus, ces deux ondes se pro- 
pagent en sens inverses. Il est clair que l'une au moins d'entre elles devra 
être comprimante. Pour celle-ci, la propagation se fera vers la région la 
moins dense et, par conséquent^ Vétat intermédiaire qui prendra nais- 
sance entre les deux ondes sera plus condensé que Vun au moins des deux 
premiers. 

Il sera, au contraire, moins condensé que l'un au moins d'entre eux si la 
discontinuité donnée est dilatante. 
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§ 4. — ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS (Suite) 
CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ D'ORDRE SUPÉRIEUR 



110. — Nous avons, dans ce qui précède, étudié une discontinuité 
d'ordre n au point de vue de ses effets sur les dérivées d'ordre n. Quelles 
relations cette discontinuité entraîne-t-elle entre les variations des dérivées 
d'ordre supérieur à n (en supposant que celles-ci prennent, conrime les 
premières, des valeurs déterminées de chaque côté de l'onde) ? 

Ces relations sont notablement plus compliquées que les premières. Nous 
ne les formerons que dans les cas les plus simples. 

Considérons une discontinuité du premier ordre et introduisons les 
dérivées secondes. Nous avons trouvé, pour les conditions qui regardent la 
variable x 



(36) 
(74) 



[!]='*■ [g]=vi. [!]=>/. 



dont les trois premières proviennent des conditions identiques, la dernière 

des conditions cinématiques de compatibilité. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que /* représente (rigoureusement 

cette fois) la distance du point a, b, c h Sq. Dans ces conditions, nouspou- 

82/ 8Y oY ^' ' r 
vous remarquer que k-V » ^Tg}' <Hw» dérivées par rapport au temps des 

cosinus directeurs de la normale à la surface /*= const. seront connues lors- 
que ft sera donné sur toute cette surface. Il en sera de même, bien entendu, 
des dérivées secondes de /par rapport à a, b, e. Toutes ces quantités seront 
donc connues lorsqu'on donnera Sq et les premiers membres de? équations 
(36), (74). 

Nous composerons avec elles les formes différentielles 



' f^ (da, db, de) =: f\^da -^ f], db -\- / c/c, 

f^^^ 1 f^ (da, db, de) =. l ^- da -\- ^-rdb-h — de] f=:%~l da^ 
(75) {'^^ \^CL ob oe ) ' oa^ 



i §Y ^2f 32/- 
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et nous considérerons également les formes analogues contenant les varia- 
tions des dérivées de œ 



(76) 



de ] X 



% (da, db, de) == ([^J da + [fj db + [y 
^l\{da,db,dc) = [g^J da + [.^fj db + [°-|-] 



de. 



Formons d'abord les conditions identiques. DKÎérencions deux fois 
l'équation [x] = const. sur la surface So : nous voyons que Pon doit avoir 

ï.-[s]<'-"-[S]''"+[l]''-« = »- 

moyennant les relations 

(77) /i = fada -{- fi db + /^ de = 
et 

(78) /, -i- fa d'à -^ h ^'^ + te d'G ^ 0. 

En vertu des relations (36), ceci revient à dire que l'équation (77) 
entraîne ^^ — \f^ = 0. Il faut, pour cela, qu'il existe un polynôme linéaire 
h.da -\- Bdb -f- Cde tel que l'on ait, quels que soient da, db, de, 

(79) ?2 -= V2 -+- 2A {Ada -h Bdb -h Cdc), 
J3ifférencions également sur Sq la première équation (36) : la différen- 
tielle de / est 

oa 

^ da -h rs'-L db -H ,-4- de — ^ -y-y^ 

et de même la différentielle de 1 y- 1 est ^ -t-t-n. On a donc 

L.ôaJ 2 ô(<ia) 

2()(^a) — /"^ "^2ô(^«)- 
Mais en dérivant par rapport à (iâf, l'identité (79), on a (puisque f\ = 0) 
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la comparaison de C9s deux formules donne 

(80) dl ^ Ma -u ^dh -+- Cdc (sur So). 

Les formules (79) et (80), ainsi que les formules analogues relatives 
h y, z (lesquelles introduiraient six autres coefficients auxiliaires analogues 
à A, B, G) sont les conditions identiques. 

1!^0« — Passons aux conditions de compatibilité. Nous devons, à cet 
effet, complélerle calcul précédent, d'une part en différen liant sur §o et non 
sur Sq, d'autre part en utilisant (74). Difîérenliant d'abord celte dernière 
sur Sq, il vient 

^', ■=: f^d:k -^l/'i = l/\ '\- ft {Ma + "Qdh ^ Cdc), 

Ceci devant avoir lieu pour toutes les valeurs de da, db, de qui vérifient 
la condition (77), on a, en introduisant la quantité auxiliaire V 



i rsi 



:X-|^, + AA4-Xr„, 



1 Loc6y ocot /f ' /^ 

Faisons maintenant varier a, b, c, ^ sur S^, nous devrons avoir, non 
plus (77), mais 

La première équation (36), difîérentiée dans ces nouvelles conditions, 
donnera (d'après (81)) 

Remplaçons ^^ par son expression (79) et tenons compte de (7T), nous 
avons, toutes réductions faites 

(8O0 Ada -H Bdb ~h Cdc -h Vdt = dl • (sur g^). 

Si nous supposons connues les variations brusques des dérivées secondes 
de ^, tout est connu (grâce aux équations (79) et (81)) dans le premier 
membre de (80'), et nous avons par là la variation infinitésimale de X 
lorsque le temps varie» 
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Reprenons enfin Téqnation (74' pour ladifférenlier sur g^, ce qui donne 
(en tenant compte de (80')) 

^^ _t_ R^l dt = ft [kda -h "Qdb -h Cdc H- )^dt) + X (f\ + tj, dt 

Remplaçons ^' .^ par sa valeur tirée de (81) et tenons compte de (77') : il 
ne reste que les termes en dt, qui donnent 

(88, [g] =2./-, +,,::!-( 

Supposant toujours connues les dérivées secondes de x^ cette formule 

nous fait connaître ^-75, c*est-à-dire le mouvement delà surface d'onde aux 

or 

éléments infinitésimaux du troisième ordre près. Mais on aurait également 

^ par les équations analogues correspondant h y ei z. En égalant entre 

elles les expressions ainsi trouvées, on a deux nouvelles conditions de 
compatibilité. 
Si l'on pose 



dt"" 

r~ <\ ni r~ *>> ni 

I n I loi 

dt œ 



(83) = (Jja] ''^ -' [â] ^^ -^ [è] '^' -^ \jt\ 

\ F, ==n-+-ft dt 
les résultais précédents se résument dans l'identité 
(79') X, = IF, -h 2F, (Ma -i-Bdb -+-Cdc -h l'dt). 

ISl. Conditions du troisième ordre. — Adjoignons maintenant aux 
formes (75), (76) les suivantes 



f.^=(^.^^da+^-^db + ^^deVf 






'^ \oa ùb oc I ot oa^h 



\ 2 , 

r^^ da^ -h .... 
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Différentions trois fois, sur S,,, la relation [.x] = : il vient 



cela moyennant les équations (77), (78) et 

(84) K^ ^ 2 (,5(50) '^""^ ^(clb) '^ ^ ^ ^{dc) '^ V 

[ ' -h fad'a-i- fj^d'b-^ f[,d'c^O, 

Les diiïérentielles troisièmes s'éliminent immédiatement par les condi- 
tions (36) : remplaçant ^^ par sa valeur (79)^ nous avons la relation 

U == Vs + 3/2 {^da H- Bdb -h Cdc) 
laquelledoit subsister moyennant (77) : autrement dit, nous pouvons écrire 

(85) $3 == )/3 4- 3/2 (Ada -h- Bdb -{- Cdc) + 3/i d^^ 

^2{da, db, de) étant une forme quadratique en da, db, de. 

Pour avoir la signification de^^, considérons l'équation (79) qui est une 
identité par rapporta da^ db, de. Changeons y da^ db, de en d'à, d'b, d'c, 
puis différentions sur Sq (sans faire varier d'à, d'b, d'c) : ceci donne 

= /; (d'à, d'b, d'c) [Ma h- Bdb -^ Cde) 

■4- 2f,{d'a, d'^b, d'e) {dkd'a H- dBd'b -+■ dCd'c) 

Si nous remplaçons Jg par . sa valeur (85), le polynôme /i {d'à, d'b, d'c) 
vient en facteur et l'équation se réduit à 

dK d'à H- c^B d'b + dC d'c = I (^^ ,,« + ^|k d'b + ^-^^^- rf'c). 
c^'a, d'b^ d'c étant arbitraires, on a 

'««) -"^-L-li)- "'^=5.|;v "'^-î.Ft) """^•' 



Hosted by 



Google 



X 

^3/ 



i26 CHAPITRE n 

équation d'où on peut déduire la valeur de d^\ (en vertu de (80)) 

(87) d^l = M'a -h BcPb -h CcPc H-- 0^,. 

Ayant ainsi les conditions identiques^ nous obtiendrons les conditions de 
corapatibililé en différentiant, sur S^, toutes les conditions (79) à (82). 
Nous ferons le calcul d'un coup en introduisant les expressions (83) et 

Xs = ?3 + 3 r, dt + 3- ([g^] da 4- ...) di^ + [5] d,^ 

F3 = A + 3/,' dt + 3 [^, da-v ^ db -t- ±^ de) dl^ -f- 5-1 dt 

(■^ n ^ '^ \ 3 

■^ da -\- zi db -\- -^ de -\~ ^^ dt] f. 
ùa 00 oc ùt j ' 

Nous pourrons alors récrire les formules précédentes en remplaçant 
les ? par des X, les /"par des F, et introduisant des termes en dt, dH^ d^t, 
partout où il en existe en da^ db^ de, d^a, d-b, d^c ; d^a, d^ù, d'^c. De 
cette façon l'identité (85) sera remplacée par 

(850 X3 =: XF3 -4- 3 F2 [Ada + Bdb -h Cdc -+- Vdt) + 3 F, W,, 

W.^ étant une forme quadratique en da, db, dc^ dt. 

La comparaison de la formule précédente avec (85) montre que, dans ^\, 
la partie indépendante de dt n'est autre que ^^ : on pourra poser 

(88) W^ = ^^^-\^2dt {k'da -\- B'db -h adc] -\~ VdtK 

En continuant à suivre la marche exposée tout à l'iieure, on verra que 
les différentielles complètes de A, B, C, \' sur Sq sont 

) 2Hdb) 2d{db) 

! d\' = { -^r = k'da 4- ^'db + G de + Vdt 
Â h(at) 

de sorte que (comparer {81)), 

(87') 1F2 ■+- kd^a + M^b -+- Q.d'^c -+- l'd'^t = d^-l (sur g,). 
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Enfin, si on égale^ dans (85^), les coefficients des différentes puissances 
de dt, on a, outre Tidentité (85), les relations 

/ ^^, = \f^ -^ )//; + 2/"/ {kda H- Mb -^ Gc^O -f- f,^, 

i -f- 2A [k'da -h ^'dh -r- C'dc), 

(3« [^S]=^â.-Ag..v|v;..A./;..7;, 



[S] = 3xi^+3.Y,H-i=.r. 



Ôr^ " oi"2 ^ --/^-r-- g-^3 



Elant donnée^ à rinsta^tt t, la position de la surface de discontinuité, ces 
différentes formules et leurs analogues relatives à y, z, permettront de cal- 
culer, en fonction des variations brusques des dérivées premières, secondes 
et troisièmes des coordonnées, les paramètres A^ B', C^ >/ et leurs analogues. 
On pourra même, entre elles, éliminerces quantités, de manière à obtenir 
des conditions de compatibilité. Enfin, la dernière des formules (89) fait 

connaître^, c'est-à-dire l'accélération du troisième ordre de la surface. 

or 

d'onde, et on aura deux autres conditions de compatibilité en égalant la 
valeur ainsi trouvée à celle qu'on déduirait des équations analogues rela- 
tives h y ei h z. 

1^!S. Si ces conditions n'étaient pas remplies, la surface de disconti- 
nuité du jDr^mfôr ordre pourrait rester unique. Mais il s'y adjoindrait 
nécessairement au moins une onde d'ordre supérieur, se séparant de la 
première aux instants voisins de celui que l'on considère. 

123. Cas d'une onde du second ordre. — Proposons-nous encore de 
trouver les conditions du troisième ordre dans une discontinuité du second. 

C'est h quoi nous pourrions arriver par des calculs analogues à ceux 
que nous venons de faire ; mais nous pourrons aussi déduire ce résultat 
du précédent : car on obtient unedisconlinuité du second ordre en faisant, 
dans les formules (79) et (79'), X = (les quantités analogues (jl et v étant 
également nulles J. 

Les conditions du second ordre devront alors coïncider avec celles des 
n°'85, 865 103. C'est en effet ce qu'il est aisé de constater : il suffit de 
remarquer que, d'après la relation (80'), Ada -f- Bdb H- Cc^c 4- Vdt doit 
s'annuler moyennant la condition (77^). On peut donc écrire 

(90) A :- 1 /„ B=^lf,, C = \ r,, V = lf, 
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(où, bien entendu, 1 n'est plus la quantité que nous avions désignée tout 
à l'heure sous ce nom et qui est ici nulle). La relation (79^) devient alors 

X, = ÀFf 
ce qui est bien le résultat trouvé au n° 103. 

Considérons maintenant l'expression ^^ ^^^^ figure dans les conditions 
du troisième ordre. D'après (87'), cette expression doit être telle que 

W, + Ad'a -}- Bd^b -f- Cd^c + VdH = d^l 
s'annule moyennant les relations F^ = et 

Fs -H fad-ci 4- fbd'-b -^ f.d'c -h f,dH = 0. 
D'après les valeurs (90) de A, B, G, X\ ceci donne 

(91) ^F.2 = ,^F^ -H F, {A^da -i-B,db -^ C,dc -h l^dt), 

A^, B^, G^, X'^ désignant de nouveaux paramètres. 

Les relations (86') se réduisent alors toutes trois (puisque par exemple 

A = 2 fa et que dfa = -g '^jj~<^) a 

d\ = A^ da -H Bj db -l- G^ c^c -i- V^ dt 
et les relations (85)^ (85') deviennent 

X3 = 3XF/F, -h 3F,^ {k,da -h B^db -^ {\dc -^k\dt), 

^3r::z:3X/;/; +3/;'^ {k,da -^ B , dh -\- (^ , dc) 

^^ =^ \,%f,^ -^ 2 /, f/// -H /; (A, da ~\-B,db~\- G, c^c)] Hr /;^X', 



[&]-'A 



^g-H)/.^ 



Ges équations ne donnent naturellement plus x-'g, mais seulement ^3, 

lequel figure dans les deux dernières et, par conséquent, peut se tirer de six 
équations différentes (en comptant celles qui correspondent à ^ et z). 

De plus, le départ entre les conditions identiques et les conditions de 
compatibilité est différent de ce qu'il était dans le cas précédent. La condi- 
tion (74) est, en effet, donnée, et fournit par conséquent, des conditions 
identiques, au lieu de faire partie des conditions de compatibilité. 
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LA MISE EN ÉQUATION DU PROBLÈME DE L'HYDRODYNAMIQUE 



1. LES ÉQUATIONS LNTERNES ET LA CONDITION SUPPLÉMENTAIRE 



1S4. — On sait que les équations de l'Hydrodynamique se déduisent 
de celles de THydrostatique par application du principe de d'AlemberL 
Cette déduction, sur laquelle nous n'avons pas à insister ici, conduit confime 
il est bien connu aux équations suivantes 

1Y 0^^ 1 ^p 



(1) {Y-.-, 



^h/ 1 hp 



Z ' 



,1 -à}) 



où les symboles ô, o ont la même signification qu'au chapitre IL Les quan- 
tités u = j^-j V = -J^ , IV = -KT désignent les composantes de la vitesse, 

de sorte que ^-2-» par exemple, est égal à ^; l'équation (18) du chapitre H 
permet encore d^écrire 



O^X UC ^U hU , Ut ,^ 1 'bp 

tt^ bt bX ô// ■ ^Z p hx' 

^^^ ^ It^ n ()x hij ï)z p by' 

^^Z Mo , UV bW hU) , rr 1 ÔP 

\ ùt'- bt bx ôy ô^ / ' p bz 
Hadamard 



Hosted by 



Google 



J30 



CHAPITRE m 



ox 


ox 


8^ 


Ta 


S6 


8c 


ly 


oy 


83/ 


8a 


86 


oc 


oz 


oz - 


8^ 


oa 


Ib 


oc 



La quantité p, qui est la densité, s'exprime par les équations (3) et (3^) 
du n° 47, soit ici 



(3) 



/^X . '^N / . 1, . , Ô^ Ôp Ôp , ,, . 1 

Les équations (1) et (3) (après que Ion aura exprime --^ ^- ■ ? -^ a l aide 

des dérivées partielles de p, œ, y, z par rapport à a, h, c), jointes à une 
équation supplémentaire qui resfe à former, sont celles qui définissent les 
quantités inconnues œ, y, z, p, p en fonction de a, b, c, t. Mais on sait qu'il 
est le plus souvent avantageux de substituer à ce mode de mise en équation, 
qui est celui de Lagrange, la mise en équation d'Euler dans laquelle a, b, c 
ne figurent pas, les variables indépendantes éiani œ, y, z, t les fondions 
inconnues p, p, et les composantes u, v, w de la vitesse. 

Dans cette manière d'opérer, les équalions (1) seront remplacées par les 
équations (2), et quant à l'équation (3) qui définit p, elle sera remplacée 
par Féquation 

dp ô (pz<) ô (pr-) ^ ô [qid) 



(4) 



u 



^x 



Z 



= 



formée au n^ 6^. Cette dernière, qui est dite équation de continuité, 
n'est donc autre que celle qui exprime la conservation de la masse. 

1^5. — Les équations (1) et (3), s'il s'agit de la forme de Lagrange, 
(2) et (4) s'il s'agit de la forme d'Euler, sont en nombre insuffisant pour 
déterminer les fonctions inconnues, puisque celles-ci sont au nombre de 
cinq, et il est en effet nécessaire de leur adjoindre une cinquième équation 
dite condition suppléme7itaire. Cette dernière condition est celle par 
laquelle intervient la nature physique du fluide, sur laquelle il n'est rien 
supposé dans la formation des équations écrites jusqu'ici. 

Pour les liquides (supposés parfaitement incompressibles) cette équation 
est 

p :=: constante. 

En ce qui concerne les fluides compressibles, la formation de la condi- 
tion supplémentaire comporte plus de difficulté. On sait que l'on considère 
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alors le fluide comme caraclérisé, au point de vue physique, par une rela- 
tion de la formé 

(5) F(^, p,T) = 

entre la densité p d'une portion de fluide, la pression p et îa température T. 
Par exemple, pour les gaz parfaits, cette relation est 

(5^) •^^ = constante. 

Cette relation fournit la condition supplémentaire cherchée si Ton connaît, 
d'autre part, la loi suivant laquelle varie la température. Lorsqu'on 
suppose celle-ci constante, ainsi qu'on l'avait fait jusqu'à Laplace, la con- 
dition supplémentaire est donnée par la loi de Mariotte 

(6) - = constante, 

v/ p 

Si au contraire — et les recherches sur la vitesse du son ont prouvé que 
cette hypothèse était bien plus près de la réalité que la première — on 
admet que le gaz a une conductibilité nulle, de sorte que les dégagements 
ou absorptions de chaleur produits par la contraction ou la dilatation de 
ses différentes parties servent uniquement à échauffer ou à refroidir les 
molécules même qui en sont le siège (contraction ou dilatation acliahaiiqiie), 
on constate que la relation (6) doit être remplacée par la suivante 

(7) i^ =: constante 

m étant un coefficient constant (le rapport des deux chaleurs spécifiques 
du gaz). 

iS6. — On doit noter une différence essentielle qui sépare l'équation 
(7) des équations (5') et (6). La constante qui figure au second membre 
de (5') est une constante absolue, connue a priori pour un gaz de nature 
donnée. C'est, à un facteur constant près, ce que l'on nomme souvent la 
densité de ce gaz, c'est-à-dire le rapport du poids d'un volume quelconque 
de fluide au même volume d'air dans les mêmes conditions de température 
et de pression. U en est de même pour celle que renferme l'équation (6), 
si l'on donne la température. Au contraire, la constante qui s'introduit 
dans l'équation (7) est une constante d'intégration, qui dépend de l'état 
primitif à partir duquel le fluide a varié adiabatiquement. Si cet état était 
unique pour toute la masse, il en est de même pour la constante en question. 



Hosted by 



Google 



132 CHAPITRE III 

Mais il n'est nullement nécessaire qu'il en soit ainsi : dans le cas contraire, 
le second membre de l'équation (7), indépendant de t, est une fonction de 
a, h, c. 

1^^. — Mais Tune et l'autre des formules (6) et (7) présupposent la 
relation (6). Or l'existence même de celle-ci n'est pas sans soulever quel- 
ques objections en Hydrodynamique. Elle est, il est vrai, indubitable (du 
moins dans les conditions où se place FHydromécanique rationnelle) toutes 
les fois qu'il y a équilibre, et, par exemple pour les gaz parfaits, la relation 
(5) a été établie par une série d'expériences dans lesquelles on a comparé 
entre eux divers états d'équilibre d'un même gaz. Mais aucune expérience 
analogue n'a pu être instituée pour vérifier cette même relation dans des 
gaz en mouvement plus ou moins rapide. 

Il n'est donc pas établi, dans ce dernier cas, que l'équation (5^ conserve 
sa forme. M. Bjerknes (^) a même étudié l'hypothèse où cette relation serait 
modifiée par des termes correspondant au mouvement, c'est-à-dire conte- 
nant les vitesses ou les accélérations. 

Un raisonnement ayant pour but d'établir, au contraire, que la relation 
(5^ subsiste dans tous les cas a été présenté par M. Duhem (^) : il consiste 
à ramener ce fait à une hypothèse relative à la forme de la quantité 
nommée 'potentiel thermodynamique. On nomme ainsi une grandeur ^ 
permettant l'application du principe des vitesses virtuelles lorsqu'on tient 
compte des changements de température et de pression, de même que la 
fonction des forces permet d'écrire d'une manière simple ce même principe 
lorsqu'on reste dans le domaine de la Mécanique classique. 

Ce potentiel thermodynamique se compose du potentiel des forces exté- 
rieures augmenté d'une partie complémentaire nommée potentiel thermo- 
dynamique interne. 

M. Duhem admet que ce dernier a une expression de la forme 



p* dx dy dz 



où ^I^ dépend de la densité et de la température : que ce potentiel est, par 
conséquent, fonction de la position du milieu, mais non des vitesses ou des 
accélérations de ses points. 

(1) Acta Mathematica, tome IV, p. 121-170. 

(2) Cours de Physique mathématique, Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique^ 
tome I ; Paris, Hermann, 1891. • 
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On obtient les équations d'équilibre du fluide en écrivant que la varia- 
tion du potentiel thermodynamique total est nulle ou positive pour toute 
modification infiniment petite, compatible avec les liaisons. 

En prenant, pour la modification en question, successivement chacune 
de celles qui ne font varier la densité en aucun point et qui n'interrompent 
pas la continuité, on démontre l'existence d'une fonction p, continue en 
chaque point, par l'introduction de laquelle les équations classiques de 
l'Hydrostatique sont vérifiées. 

En introduisant une modification qui creuse une cavité, on obtient la 
condition p > 0. 

En considérant, enfin, une modification qui fait varier la densité, on 
arrive à la relation 

et cette relation est bien de la forme (5^). 

i^8. — Si maintenant, au lieu des équations de l'équilibre, on veut 
écrire celles du mouvement, le principe à appliquer, en vertu des lois gé- 
nérales de la Thermodynamique, est celui de Hamilton (le potentiel ther- 
modynamique remplaçant la fonction des forces). 

Or Tapplication de ce principe conduit au même résultat que celle du 
principe de d'Alembert, savoir aux équations (1), la formule (5^ subsistant 
dans le cas du mouvement comme dans celui de l'équilibre. 

1^9.—- L'équation (5^ étant ainsi admise en vertu de ce qui précède, 
l'équation (7) en résulte-t-elle forcément dans le cas de la compression ou 
de la détente adiabatique ? 

Une objection toute semblable à la précédente se pose à cet égard. Les 
raisonnements qui permettent de passer de f une de ces relations à l'autre 
reposent, en effet, sur l'étude de la chaleur spécifique des gaz, à savoir sur 
la formule Q 

(8) dO, = (^- dv -\- c^^ dp 

qui représente la quantité de chaleur dégagée dans une modification infi- 
niment petite, en fonction de la variation dv du volume et de la variation c^p 
de la pression. Or, les valeurs des chaleurs spécifiques G et c ont été établies, 
comme celles des coefficients de dilatation, par des expériences sensible- 
ment statiques^ c'est-à-dire oiilês m ouvements de la masse gazeuse à étu- 
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dier étaient extrêmement peu rapides, ou par des expériences dans lesquelles 
les vitesses de ces mouvements étaients mal connues (expérience de 
Clément et Desormes). La même formule restera- t-elle valable dans le cas 
général de l'Hydrodynamique ? 

La Thermodynamique permet de répondre à cette question. 11 suffit, à cet 
effet, départir de l'équation fondamentale qui exprime le principe de l'équi- 
valence 

(9)' dX — ^d^mY'^ = EdQ~{-d\] 

où d% représente le travail des forces extérieures appliquées au système, 
SmV^ la force vive, ïï l'équivalent mécanique de la calorie, dQ la quantité 
de chaleur dégagée, U l'énergie interne, c'est-à-dire une certaine fonction 
de Tétat interne du système. 

Les forces extérieures appliquées à une masse gazeuse seront de deux 
sortes : 1° les forces appliquées aux éléments de masse, telles que pesanteur, 
électricité, etc. ; 2° les pressions extérieures, appliquées à la surface. 

Le travail élémentaire de ces dernières sera 




(10) dt, j j p\_u cos [71, x) ~i- V cos {n,z) -i~ IV cos [71 aJjdS, 



dS étant l'élément de surface limite, n la normale à cet élément ; Uy v, iv, 
comme précédemment, les composantes de la vitesse. Le premier membre 
de l'équation (9) s'écrira donc en désignant par d%Q le travail de la pesan- 
teur et autres forces de la première catégorie 



\ dX^ -{- dt I I p^u cos [n, x) -^ v cos (n^z) -H lo cos [n,z)~\ d^ 
(11) J J 

f — ^- c^ZmV^ = Ec^Q -h d\^. 

Dans les conditions où l'on s'est placé pour nriesurer expérimentalement 
les chaleurs spécifiques des gaz, le travail d%^ est négligeable. 11 en est 
de même de la force vive, les vitesses étant insensibles. Comme l'intégrale 
double (10) représente, pour jj constant, la quantité pd^.ond^ es{\i\ 
variation de volume, la formule précédente s'écrit 

(12) dQ --= I [pdV ~ dVj). . 
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Il est clair que c'est cette formule qui fait connaître la chaleur dégagée 
dans un changement de volume ou de pression quelconque et que, par 
conséquent, son second membre coïncide avec la quantité (8). 

Plaçons-nous maintenant dans le cas général et partons des équations ; 1) 
du mouvement. Multiplions respectivement ces équations par udt., vdt.ivdc 
et ajoutons : multiplions encore par p dx dy dz et intégrons dans le volume 
occupéparnotrefluide. Au premier membre, nous obtiendrons le travail (i'^Q. 

Quant à la quantité 







3% 02^\ 

V --f -h 10 ^-TT ) dx dy dz, 



elle esl (en vertu des relations -^s^^ = -k- -> rrA = k--' s -^ = -^t la dine- 

^ or ùt ot^ 6ù ùf ùt I 

rentielh de la demi-force vive. Le dernier terme obtenu au second mem- 
bre peui s'écrire 



r 




p[t^cos (n, x) ~\- V cos (n, y) -h w cos (n, z)~] d^ 



cou i)V ()'W\ ^ , , 

p ; h . :: h -~) dx dy dz 

^ \^x ày ^z / -^ 




en vertu lu théorème de Green. La formule (11) devient donc finalement 



/-» r^ 



E6^Q -^d\] = dt \ / / p (g -H ^^ + g) dx dy dz, 

La quantité 

dt i- — h :;: — ^ ~-~\ dxdv dz 

■ \t)X ^y ^z I ^ 

représerte, comme on sait, le changement de volume d^ subi pendant 
l'instan. dt par l'élément de masse ^dx dy dz. Donc la quantité de chaleur 
dégagée par cet élément sera 

dÇi^^ {pdV - rfU), 

dl] étmt l'énergie interne de cet élément. 
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Nous retombons donc, même dans le cas du moicvement^ sur la formule 
(12). Celle-ci est bien, dès lors, indépendante des vitesses imprimées au 
Piuide, ainsi que nous l'avions annoncé. 

130. — On doit toutefois remarquer que notre raisonnement exclut ?a 
possibilité de variations brusques dans la vitesse, autrement dit de percus- 
sions s'exerçant dans l'intérieur de la masse. Cette supposition est en e/fet 
nécessaire pour écrire la relation 



d ^ I.m\^ =z dt. I I j pl'^f^ -g72 -h V K~ -^ w -A^ \ dx dy dx 



qui exprime la variation de la deir)i-force vive. 

La relation en question est manifestement analogue au tbèorènie des 
des forces vives et l'on sait que, dans la théorie des percussions, on est 
amené à remplacer le théorème des forces vives par une lelalion de forme 
différente, le théorème de Carnot. 

11 est clair, d'ailleurs, que toutes les considérations précédentes sent rela- 
tives au cas où de telles percussions n'existent point. En particulier, lors- 
qu'elles se produisent, il n'est plus vrai, aint-i que nous aurons l'occasion 
de le remarquer plus loin, que la pression reste continue. 

131. — Lorsque le fluide considéré ne sera ni un liquide incompres- 
sible ni un gaz parfait, la relation (5) continuera néanmoins à exister si 
l'on adopte l'hypothèse de M. Duheni ; mais elle aura une forme dfférente 
de (5^). Elle achèvera de déterminer les équations internes du moivement 
si l'on se donne en outie a priori, comme on doit toujours le faire la ma- 
nière dont varie la température. Dans le cas où celle-ci restera constante, 
la relation (5) prend évidemment la forme 

(13) F(p,p)r=0. 

Il en sera de même, ainsi qu'il résulterait de raisonnemenis toù. sem- 
blables aux précédents, pour le cas de la détente ou compression diaba- 
tique, si la vitesse reste continue. 

Nous n'avons rien à dire de général sur la forme analytique des reîitions 
ainsi obtenues. Mais elles satisfont toutes à une condition d'inqalité 
commune : La pression est une fojiction croissante de la densité. Aitre- 
mcntdit, en augmentant la pression subie par le fluide, on diminue son 
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volume. Cette condition exprime la stahilite de lequilibre interne du 
milieu (^), 



§ 2. ~ INTERVENTION DES CONDITIONS AUX LIMITES 



18^. — Le mouvement d'un fluide quelconque est déterminé, d^une 
part par les équations internes telles que nous les avons écrites dans ce qui 
précède, d'autre part par les conditions initiales, enfin par les conditions 
aux limites. 

Les conditions initiales consisteront à se donner, à un instant t^ à partir 
duquel on étudie le mouvement, les positions des différentes particules et 
leurs vitesses. 

Les conditions aux limites seront de deux sortes. Le fluide sera, sur tout 
ou jiarlie de sa surface, en contact avec des parois solides dont nous suppo- 
serons le mouvement donné. Nous aurons donc à écrire qu'à chaque 
instant une partie de celte surface (laquelle est, ainsi qu'il a été dit au 
n° 48, constamment formée par les mêmes molécules) coïncidera avec la 
paroi. 

S'il existe une surface libre, nous supposerons donnée sur cette surface 
la valeur de la pression, c'est-à-dire de la quantité p qui figure dans les 
équations du mouvement. 

133. — Lorsqu'on écrit, en Mécanique rationnelle, les équations diffé- 
rentielles du mouvement d'un système assujetti à des liaisons données 
quelconques, ces équations permettent en premier lieu de calculer les 
accélérations des différents points à un instant quelconque, lorsqu'on se 
donne à cet instant les positions de ces points et leurs vitesses à la seule 
condition, 1° que la position donnée du système satisfasse aux liaisons; 
2° que les vitesses données des différents points soient de celles que ces 
points puissent recevoir, à l'instant en question, dans un mouvement 
compatible avec ces liaisons. 

Occupons-nous donc de résoudre cette question dans le cas actuel, autre- 
ment dit de calculer les accélérations des différents points à l'instant t^^ 
connaissant à cet instant 1° les forces qui sollicitent lefluide, 2° les positions 



(ij Duhem, Joe. cit., :p. 80 83.— Voir plus loin, ch. VI, no 272. 
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des points et leurs vitesses, 3^ le mouvement de la paroi et la pression à la 
surface libre ainsi que ses dérivées par rapport au temps. 
^ La question se présente de façon très différente, suivant qu'il s'agit d'un 
liquide ou d'un gaz. 

l'' Cas des liquides. — Employons le système de variables indépendantes 
indiqué au n'^ ^f^^^ (ch. Il) et composé, outre le temps t, de coordoiinécs 
initiales coïncidant avec les coordonnées actuelles à Tinstant considéré. 

Le fluide étant supposé incompressible, la relation (13) se réduit à 

p = constante 

et ne fait pas connaître la valeur de p. Quant à la relation (4), elle se 
réduit à 

f4A\ ^^ ^^ ô^{; ^ 

(14j _|_ _^ ::=^ 0. 

hCG Ô// Ô^ 

Les autres équations du mouvement, savoir les équations (1), font 
font connaître les sommes 

^ 1 ôp 0^ 1 ôp ho i bp 

ot p hx ' 67 "^ p ô^ ' "ôT ~^ p ô?* 

Si Ton différencie la première de ces équations par rapport à ce, la 
seconde par rapport à y, la troisième par rapport à ^, qu'on ajoute membre 
à membre, on aura un résultat de la forme 

(15) ^ Ap + -'- ft') -h ^-- f ï)+ -^- (^^ == F 

^ ^ Q ^ bX\Ot J ô?/ \ Ol 1^ bZ \ U I 

F étant une fonction connue de x, y, z à l'intérieur du volume liquide. 
Mais Téqualion (14) a lieu à tout instant [œ, y, z étant les coordonnées 

actuelles à cet instant). On peut donc lui faire subir la différentiation -^ et 
écrire 

i\^\ ^^ _i_ ^^^ , ^^ iL /^^ 1 (^\ ^ /bio\ .V 

^ ^ bœbt byU hzU hx \U )^ ^ \u) "^ hz \ Si / ' 

,^ , hu hv Uo , . p ,' -, hi ^v ow ,. , 

nemplaçons -~j ~-^, -— par leurs valeurs en ionction de -kt ? c^- » -.^-tirées 

^ ht bt ht ^ ht ot ot 

des relations (2) : nous aurons ainsi la valeur de --- ( -c^t ) H ( k- ) -l- ^ ( ^r- ) 

^ ^ hx\ot I hy\ot I hz\ùt j 



(16') 



( ô lùu\ ô f^u\ h foio\ ô / hu bu bu 



b / ov bv bv\ b I bw bw bw 



by \ bx by bzj bz \ boo by o. 
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et, en la reportant dans (15), il viendra 
(17) Ap=F„ 

F^ étant également connu en chaque point. 

134. — D'autre part, les coordonnées des molécules qui sont en contact 
avec la paroi ne doivent pas cesser de vérifier Téquation de la surface de 
cette dernière. Cette équation 

f (.07, ?/, ^,0^0 

dépendra ou non du temps, mais nous la supposerons connue à tout ins- 
tant. Si nous la différencions deux fois par rapport à t, il viendra 

O^X 0^7/ Ô^jS" . , 

Dans cette relation, tout est connu sauf ^--r' -<J'-^_[^' ï^es quantités 

' ùt'-' or or ^ 

'^f ^f '^f 

!:/_, !jl , IL étant proportionnelles aux cosinus directeurs a, B v de la nor- 

bœ hy ^z ^ ^ ' ^ ' 

maie n à la paroi, on obtient ainsi la composante normale jn de l'accéléra- 
tion en chaque point de celle-ci. 

Si, enfin, on remplace xr;? ' ^T ' ^ par leurs valeurs liiées des équations 

(1), on voit que Vêquation précédente fait connaître, en chaciiie point de 

dx) 
la loaroi, la valeur de la dérioée normale -j-' 

Si le contact avec la paroi a lieu tout le long de la surface limite du 
fluide, la recherche de la quantité j:) en fonction de oo, y, z est, par consé- 
quent, ramenée au problème qui a fait l'objet du chapitre 1. Le problème, 
comme on l'a vu, suppose une condition de possibilité, savoir 

^c^S:=- / / / Y^^dxdydz. 

\\ est aisé d'interpréler cette condition. Elle s'obtient, en effet, en inté- 
grant, dans tout le volume occupé par le fluide, l'équation (16') ou, ce qui 
revient au même, l'équation (16), qui lui est équivalente moyennant les 
relations (2). Or cette dernière, dérivée par rapport au temps de (14),, 
exprime que la dérivée seconde par rapport à t du volume élémentaire occupé 
par une portion infiniment petite de fluide est nulle. Après intégration, elle, 
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exprimera que le volume total limité par la paroi donnée a sa dérivée 
seconde nulle : condition dont la nécessité était évidente a priori {^). 

Cette condition étant supposée remplie, les considérations développées 
au chapitre I démontrent la possibilité du problème pour toutes les formes 
de récipient auxquelles la méthode de Neumannest applicable. Nous savons 
d'ailleurs que la solution est unique, à une constante arbitraire près qui 
peut être ajoutée à la valeur de p et qui n'a pas d'influence sur les valeurs 
des accélérations cherchées. 

Ces accélérations sont donc déterminées. 

135. On obtiendra de même les accélérations d'ordre supérieur (pourvu 
que les expressions des forces X, Y, Z soient données à tout instant) : il 
suffira de différentier par rapport au temps les équations (1), (16'), (18) 
et de déterminer, à l'aide des équations ainsi difîérentiées, les dérivées 
successives de la pression, comme nous avons déterminé celle-ci par les 
équations primitives. 

130. — Toutefois^ le raisonnement précédent semble supposer que les 
accélérations cherchées sont distribuées d'une manière continue. On peut 
se demander (et les chapitres qui vont suivre montreront qu'un pareil 
doute est justiQé) si l'on n'arriverait pas à une conclusion différente en 
abandonnant cette hypothèse. 

Il est aisé de constater qu'il n'en est rien. Si, en effet, nous supposons 
les vitesses continues par rapport au temps, la pression p devra être con- 
tinue. D'autre part, il en sera de même de la composante normale de l'accé- 
lération. Supposons, en effet, qu'une discontinuité se produise suivant une 
certaine surface. Ou bien cette discontinuité sera slationnaire, et, dans ce 
cas, les vitesses étant supposées continues, le fait en question résultera du 
n° 04 ; ou bien elle se propagera (-), et alors, sinon à l'instant considéré 
lui même, du moins aux inslants infiniment voisins, il y aura compati- 
bilité. S'il en est ainsi, la densité ne variant pas, la composante normale de 
la discontinuité sera nulle, et, par conséquent, la composante normale de 
l'accélération continue. 

Or, dans la valeur précédemment trouvée de l'accélération, les seuls 
éléments inconnus sont les dérivées de la pression. Si donc la composante 

(1) Il est aisé de voir que, sous l'une ou l'autre de ses formes, la condition de 
possibilité fait connalti^e, en fonction des positions et desvitesses, Tintégi^ale ffjndS 
étendue à la surface de la paroi. 

(2) En réalité, dans le cas des liquides, aucune discontinuité ne peut se propager. 
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normale de Taccéiération est continue (et que les données de la question le 
soient aussi), c'est que J- est continue. 

Soit, d'autre part, p^ la fonction continue ainsi que ses dérivées qui 
vérifie Téquation (17) et les conditions aux limites par lesquelles nous 
avons, tout à l'heure, déterminé p. La différence p — p^ est une fonction 
harmonique en dehors des discontinuités et qui, au passage de celles-ci, est 
continue ainsi que sa dérivée normale. Elle est donc, d'après une remarque 
rappelée au n^ 1^ harmonique dans tout le volume occupé par le liquide 
et, comme elle est, en outre, déterminée par des données à la frontière 
nulles, on voit bien que p est identiquement égal à p^. 

Bien entendu, ainsi que nous l'avons dit plus haut, ce qui précède 
suppose qu'il n'y ait pas de discontinuité dans les données de la question, 
à savoir dans les composantes des vitesses et dans leurs dérivées par rapport 
à œ, y^ z. L'hypothèse contraire sera examinée plus loin (ch. Y). 

13T. — Supposons naaintenant que le liquide ait une surface libre. 

Sur celle-ci, on ne connaît plus — ; mais nous supposons qu'on donne en 
chaque point la valeur de p. 

Nous sommes do7ic ramenés, cette fois, au problème mixte posé aux 

n"s 38.4|&is ; p est donné sur la surface libre, -- le long de la paroi. 

Il est donc certain que la solution du problème est unique ; mais il res- 
terait à démontrer qu'il en existe assurément une. 

Les remarques qui viennent d'être faites aux deux numéros précédents 
continuent d'ailleurs à s'appliquer. 

138. — Par contre, les conditions précédentes perdent leur valeur si la 
pression, déterminée comme nous venons de le dire, devient négative. La 
solution correspondante devient, dès lors, inadmissible. 

Comme la conditionna > est (n° lHl) destinée à assurer l'équilibre 
(et par conséquent, dans le cas du mouvement^ l'équilibre après introduc- 
tion des forces d'inertie) contre une modification virtuelle dans laquelle des 
cavités se creusent, c'est une telle modification qui se produira dans l'hypo- 
thèse actuelle. 

Nous n'entreprendrons pas la discussion générale des cas de cette espèce. 
Elle serait fort difficile si l'on voulait tenir compte de toutes les circons- 
tances possibles, au lieu que, dans celles qui se présentent pratiquement, 
la solution est, en général, simple, 
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139. 2^ Cas des g'az. — Si maintenant nous passons au cas des fluides 
conmpressibles, la relation (13) sera résolue par rapport à p. Gomme la 
valeur de la densité en chaque point est une des données du problème, 
puisqu'on connaît les positions des diverses molécules à l'instant donné en 
fonction de leurs positions initiales, on voit que, contrairement à ce qui se 
passait dans le cas précédent, p est directement connu en toits les points. 

Dès lors, les équations du mouvement font connaître toutes les accélérations. 

Mais aux points situés sur la surface limite, ces accélérations doivent 

vérifier la condition (18). Il faudrait donc que la valeur (donnée en tous 

les points) de -^ fut précisément celle qui vérifie cette relation^ les compo- 
santes de l'accélération étant calculées comme il vient d'être expliqué. 

Or il n'y a aucune espèce de raison pour qu'il en soit ainsi. Lors même 
que cette concordance se serait présentée dans les instants qui précèdent 
celui que nous considérons, elle pourrait disparaître dans les instants 
suivants par un changement apporté à l'accélération normale de la paroi. 

Jl y a donc contradiction, 

140. — Cette contradiction se retrouve d'ailleurs dans le calcul des 
accélérations d'ordre supérieur. Il est clair qu'en différentiant les équations 
(1) par rapport au temps, comme il a été indiqué pour les liquides, on 
connaîtra les accélérations en question en tout point du fluide et qu'il sem- 
blera a priori n'y avoir aucune raison pour qu'à la surface ces accéléra- 
tions coïncident avec celles de la paroi. 

Nous pourrions d'ailleurs aller encore plus loin si nous raisonnions par 
analogie avec ce qui se passe dans la Mécanique classique. Dans les pro- 
blèmes que pose celle-ci, du moment qu'on peut, à tout instant, calculer 
les accélérations en fonction de la position et des vitesses du système, il en 
résulte que le mouvement de celui-ci entièrement déterminé dès qu'on 
donne cette position et ces vitesses à un instant donné. Or nous venons de 
voir qu'on peut ici, sans tenir compte du mouvement delà paroi^ calculer 
les accélérations de toutes les molécules en fonction de leurs positions et de 
leurs vitesses. Donc tout le mouvement ultérieur devrait être également 
déterminé indépendamment du mouvement de la paroi. 

Plus généralement, le mouvement d'une portion quelconque du fluide 
serait déterminé sans qu'on ait à tenir compte du mouvement des régions 
voisines : ce qui est évidemment absurde. 

Nous allons, dans les chapitres qui vont suivre, apprendre à lever cette 
contradiction apparente. 
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MOUVEMENT REGTILIGNE DES GAZ 



§ 1.— CAS DE LA VITESSE DE PROPAGATION CONSTANTE 

141. — Pour élucider la difficulté qui a fait Tobjet du chapitre précé- 
dent, nous allons d'abord nous placer dans un cas particulièrement simple 
et où les équations du problème peuvent être intégrées : celui du inouve- 
ment rectiligne ou mouvement par tranches. 

C'est Tétude de ce mouvement qui fait l'objet de l'important Mémoire 
de Riemann (^) auquel nous avons fait allusion au n" 69. C'est à elle éga- 
lement que sont consacrés deux des Mémoires publiés en 1887 par Hugo- 
niot (^)5 lequel retrouva sans les connaître^ une grande partie des résultats 
de Riemann. 

On suppose que le récipient dans lequel est renfermé le gaz a la forme 
d'un cylindre droit dont la surface latérale est fixe, les bases seules étant 
formées par des pistons mobiles. De plus, à un instant quelconque il est 
supposé que, dans toute section parallèle aux bases, la densité est à un ins- 
tant quelconque, constante, ainsi que la vitesse, laquelle est parallèle aux 
génératrices. Dans ces conditions, l'état d'un point quelconque du milieu 
et sa vitesse ne dépendront que de l'abscisse de ce point, comptée 
parallèlement aux génératrices. Le problème se réduira à exprimer, en 
fonction de l'abscisse primitive a et du temps t, l'abscisse actuelle x, 



(1) iJber die Fortpflayisung ebener Luftivellen von endlicher Schwingungsweite 
(Mémoires de l'Ac. des Se. de Gôttingue, tome VIII; 1860). La traduction française, 
due à M. Stouff, occupe les pages 177-203 de l'édition des Œuvres de Riemann tra- 
duites par M. L. Laugel (Paris, Gauthier- Yillars, 1898). 

(}) Journal de l'Ecole Polytechnique, tome XXXIIl ; 1887. 
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ainsi que la densité p et la pression p. Au lieu de p, il nous sera commode 
ici d'introduire la quantité inverse -- = cocu dilatation^ laquelle aura pour 



9_^ 
p 
expression 



(1) <. = Pi! = ^. 

^ ùa 

w est partout inversement proportionnel à p, si la densité p^ de l'état 
initial est constante. Nous supposerons toujours, sauf indication contraire, 
l'état initial choisi de façon qu'il en soit ainsi, 

D'après les conclusions auxquelles nous sommes parvenus au chapitre 
précédent, la pression sera une fonction de w : Si on adopte la loi de 
Mariotte, c'est-à-dire si on suppose la température constante, on aura 

(2) P = K,o=| (A = Kpo); 

si au contraire, comme il y a lieu de le faire, on choisit la loi adiabatique 
de Poisson, on écrira 

(2') p = Kp"^ ~ ko}-'^' {k = Kpo'") 

dans laquelle, comme nous l'avons vu (n° l!^0), k est une fonction de 
l'abscisse initiale a, mais se réduit à une constante si, à un instant quel- 
conque du mouvement, le fluide a été à une pression et à une température 
uniformes dans toute la masse. 

On remarquera que la formule (2) peut-être considérée comme un cas 
particulier de (2j : elle se déduit de celle-ci en faisant m = 1. 

Nous n'allons pas quant à présent, préciser la forme de la relation qui 
existe entre la pression et la densité, et nous l'écrirons sous la forme géné- 
rale du (n° 131), soit ici 

(3) p = o (O)) 

où la fonction o (w) peut dépendre de a. 

142'. — Toutefois, nous devons nous rappeler que la fonction o ne 
peut pas, même à priori^ être absolument quelconque. Nous savons, en 
effet (n° 181), qu'en augmentant la pression, la densité doit augmenter 
et le volume spécifique diminuer : on doit donc avoir, en tout cas, 
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i43. — Nous prendrons les variables de Lagrange, soit ici a et^. Il sera 
d'ailleurs inutile, cette fois, d'employer la notation ô pour désigner les 
dérivées prises dans cette hypothèse, aucune confusion n'étant à craindre. 

Les équations (1) du chapitre précédent (n"" 1^4) se réduiront à la pre- 

mière d'entre elles : dans celle-ci, la quantité ~ devra être remplacée par 

ôa 
L'équation devient alors 

Dans le cas général, p pourra être une fonction de w = -— et de a. Si, 

par exemple, la loi de détente est celle de Poisson, la quantité k qui figure 
dans la formule (2') pourra être une fonction de a. L'équation (5) s'écrira 
alors 






.g. 1 Pl i^l\ "'^ ___ . /^\ "'"""^ fî^l ^ X — 

^ ^ pQ \_da \àaj \i)a/ ôa''^j 

Nous nous attacherons toutefois principalement au cas où la relation (3) 
est la même pour toutes les valeurs de a et où, en même temps, il n'y a 
pas de forces extérieures agissantes, de sorte que X est nul dans l'équa- 
tion (5). Posant alors 

(7) _1 '(^)_j,.(„), 

ro 

celle équation deviendra 



équation aux dérivées partielles du deuxième ordre qui détermine l'in- 
connue X comme fonction des variables indépendantes a, t. 

144. — Nous allons, pour commencer, simplifier encore la question 
en remplaçant la fonction (positive d'après l'inégalité (4)) '\> (w), par une cons- 
tante 6^. C'est à quoi l'on est conduit lorsqu'on étudie les petits mouve- 
ments du fluide. Si, en effet, on suppose infiniment petits les écarts des 
molécules par rapport à leurs positions initiales et leurs vitesses, ^ (w) 
différera très peu de la valeur ^ (1) qu'il prend dans l'état initial. 

Hadamard 10 
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L'hypothèse »]; (to) =:; 6^ = constante s'appliquerait d'ailleurs aux mou- 
vements d'amplitude finie si l'on prenait pour la fonction cp l'expression 

(30 cp (o.) = G - poô^^ 

G étant une constante. 

Mais il est clair qu'une telle expression pour la pression ne serait pas 
admissible, du moins pour un gaz, puisqu'elle deviendrait négative pour w 
suffisamment grand. 

Une loi de celte espèce pourrait tout au plus convenir théoriquement à 
un liquide légèrement compressible. Dans un tel fluide, en effet, ^ varie- 
rait entre des limites très étendues pour de très faibles variations de w et 
s'annulerait pour une certaine valeur finie de cette quantité. Mais dans la 
réalité, bien entendu, le phénomène serait limité, pour une certaine valeur 
positive et non nulle de p, par la vaporisation du liquide. 

145. — • Moyennant la simplification précédente, Téquation (8) s'écrit 



(8') 






Gette équation est celle des cordes vibrantes ; son inlégrale générale est 
bien connue : elle s'écrit 

(9) x=^l[r,(a-^fit)-i-f,ia--H)-}. 

Toute la question se réduit donc à choisir les fonctions /l et/^ de manière 
à satisfaire : l'' aux conditions initiales; 2° aux conditions aux limites^ 

Prenons pour origine des coordonnées l'une des exlrémités du tuyau ; et 
soit l la longueur de celui-ci. a variera donc entre et l. 

Pour t= nous supposons données les valeurs de œ et celles de —, soit 

^0 et ( —- 1 : on aura donc pour <Z, a <^l 

<"" (.[A(«)~AW] = 2(SX. 

La seconde de ces deux équations s'intègre immédiatement et donne 
(1 1) 6 [/; (a) — /; (a)] := F (a) — F (o) -h constante, 

F (a) étant la primitive de 2 l-j\ . Quant à la constante, on peut la sup- 
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poser nulle : car la valeur (9) de x ne change pas si on ajoute une cons- 
tante à la fonction /l, en retranchant cette même constante de la fonc- 
tion /g. Or cette opération ajoute au premier membre de l'équation (10) 
une constante arbitraire. 

Les équations (10), (11) nous font connaître les fonctions /^ et f^ pour 
toutes les valeurs de l'argument comprises entre et /. 

146. — Faisons maintenant intervenir les conditions aux limites. Nous 
supposons connues à chaque instant les positions des pistons qui ferment 
le tuyau à ses deux extrémités. Nous aurons donc pour chaque valeur 
positive de t les valeurs de x correspondant à a =^ et à a === Z. 
Il est aisé (^) de montrer directement que ces conditions achèvent de déter- 
miner les fonctions inconnues. Il nous sera commode, ici, d'employer une 
représentation géométrique. 

Nous considérerons a^ t^ïx comme des coordonnées dans Fespace, le 
plan des at étant pris comme plan horizontal de projection. La solution 
cherchée sera alors représentée par une portion de surface, a étant par défi- 
nition compris entre et l, et t positif, cette portion de surface sera forcé- 
ment limitée à trois plans : l'un T, qui est le plan des a œ^ le second qui 
est le plan des tœ, le troisième L qui est le plan a = L 

Dans la figure 10, nous employons comme plans de projection, outre le 
plan horizontal, les plans auxiliaires T, 0, L. 

On peut poser 

/y» ; _i.,. f 

où ^j représente la fonction f^ (a 4- 0^) et x^, la fonction /^ {a — 6^). Les 
équations 

représenteront deux cylindres Ki et K^, dont l'un aura ses génératrices 
parallèles à la droite d^ représentée par les équations 

(12) ^=.0 , a-+-U:=:l; 

l'autre à la droite d^ représentée par les équations 

(120 x^O , à—H = 0; 

(1) Voir, par exemple, Jordan, Ootirs d'Analyse, tome III. 
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et la valeur cherchée de x sera la moyenne entre les ordonnées de ces deux 
cylindres. 

D'après les équations (10) et (11), nous connaissons les courbes Yi, Y2 
(/?(7. 10), suivant lesquelles nos deux cylindres coupent le plan T. 

Nous connaîtrons donc une portion du cylindre K^, celle qui est projetée 
horizontalement suivant le triangle formé par l'axe des a, celui des t et la 
droite d^. De même nous connaîtrons une portion du cylindre K2 projetée 
suivant le triangle limité par l'axe des t, la trace de L et la droite d^. Si 

L 




nous appelons l\ et r^ les sections de nos cylindres parle plan 0; V\ et V ^^ 
les sections de nos cylindres par le plan L, nous aurons ainsi immédia- 
tement une portion Ai B^ de la courbe r^ et une portion A'2 ^^2 ^^ ^^ 
courbe V'^. 

i47« — Cela posé, l'effet des conditions aux limites est de nous faire con- 
naître les sections a p, ol' ^' {fig, ID) de la surface cherchée par les plans 
et L. Nous pourrons donc de l'arc A^B^, une fois obtenu, déduire l'arc 
correspondant A^ B2 de T^ pendant que la même construction nous donnera 
l'arc A.\ W^ de r'^ qui correspond à k! ^ B'g. 

Nous aurons ainsi deux nouvelles nappes de nos cylindres. Du premier, 
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nous connaîtrons maintenant tout ce qui se projette entre les traces des 
plans 0, T, L et la droite d! ^ représentée par l'équation a -+- Ôf = 2^ ; du 
second, la partie projetée entre les mêmes traces et la droite d'^y qui a pour 
équation ôf — a = ?. 

Ces deux nouvelles nappes détermineront un nouvel arc B^ C^ de r^ et 
un nouvel arc B'2^^2 ^^ ^' %•> ^'^^ ^'^"^ déduira par le moyen des courbes 
a p, a! p', un arc B\ G\ de r^ et un arc B'g G'^ ; etc, eto, 

La résolution du problème n'offre donc aucune difficulté, 

148. — Il nous reste à nous demander sous quelle forme se présente la 
contradiction rencontrée au chapitre précédent. Cette contradiction est en 
évidence sur Téquation (S^. En effet, à l'instant initial, aux extrémités du 

tuyau, la quantité -^ ne dépend que du mouvement de la paroi. Or elle 
doit être égale à la quantité 6^ ~, laquelle ne dépend que de l'état initial ; 

et ces deux données sont indépendantes l'une de l'autre, puisque en ce qui 
concerne \q\xv^ 'positions initiales, les molécules fluides ne sont assujettie? 
qu'à être en contact avec la paroi à l'instant t = 0. 

Sur la figure 10, nous nous rendrons compte aisément de ce qui se passe 
si les deux données dont nous venons de parler, savoir Taccélération ini- 

tiale du piston, et la quantité 6^ —^ relative aux particules fluides en contact 

avec ce piston ne sont pas égales entre elles. 

Nous avons vu en effet, que la seule connaissance de l'état initial, abs- 
traction faite du mouvement des pistons, nous fait connaître une partie du 
cylindre Ki et par conséquent la valeur de x.^ pour toutes les valeurs de a 
et de t (positives) suffisamment voisines de 0. Au contraire, le cylindre K^ 
n'est pas entièrement connu dans ces conditions au voisinage de l'ordonnée 
a r=r: 0, if ==: 0, puîsquc la portiou connue est limitée à la génératrice pro- 
jetée suivant d^. La courbure de cette portion connue du cylindre K^ 

dépend évidemment de la valeur de — 2' 

La construction de la nappe suivante du cylindre Kg dépend, elle, de 
l'arc AgBg, et par conséquent du mouvement du piston : la courbure de 
cette nappe dépend donc de l'accélération initiale de celui-ci. 

Il est évident, d'après ce qui précède, et d'ailleurs bien aisé à constater 
directement que la condition pour que les courbures des deux régions voi- 
sines du cylindre K^ soient les mêmes est précisément l'égalité des deux 

^ X b / 

quantités —rf et 6^ — ~ dont il vient d'être question. 
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149. — Lorsque cette égalité n'a pas lieu, la courbure du cylindre Kg 
étant discontinue tout le long de la génératrice projetée suivant d^, il en 

. t . 1 T • ' ^^"OG h^X ^^CG 

est de même des dérivées — ^, —, --r . 

Si, par conséquent, nous considérons une valeur de t positive, mais 
petite, ce qui revient à couper la figure par un plan parallèle à celui des aœ^ 

nous voyons que la dérivée — -^ de la dilatation, continue en général (du 

moins pour les points voisins de l'extrémité du cylindre), éprouvera une 
discontinuité au point dont la projection est sur la droite d.^, A mesure 
que t augmentera, les particules entre lesquelles se produira celte discon- 
tinuité iront en s'éloignant de l'extrémité. 

De même, si nous considérons une molécule déterminée, voisine de l'ex- 
trémité, ce qui revient à couper la figure par un plan perpendiculaire à 
l'axe des a, nous constaterons que l'accélération de cette molécule éprou- 
vera une discontinuité à un instant très voisin de l'instant initial si la mo- 
lécule en question est très près de l'extrémité, la valeur i qui correspond 
à la discontinuité allant en augmentant à mesure que l'on considère des 
points plus éloignés du piston. 

En un mot, nous reconnaissons là une onde du second ordre telle que 
nous l'avons étudiée au chapitre 11. Cette onde se propage dans le sens 
positif avec une vitesse qui (rapportée à l'état initial tel que nous l'avons 
choisi), n'est autre que 6, puisque l'équation de la droite d^ est a = U. 

Grâce à la présence de cette discontinuité, la contradiction relevée au 
chapitre précédent disparaît. Pour 0^ — a très petit et négatif , les deux 

quantités — :r et 6^ --^ ont une même valeur, celle qui est déduite de l'état 

initial à l'extrémité a = 0. Si 6^ — a est très petit et positif, elles ont en- 
core une même valeur, l'accélération initiale du piston. 

150. — Si un phénomène analogue se passait à l'extrémilé opposée du 
cylindre, il donnerait lieu à une discontinuité affectant évidemment le 
cylindre K^ et non plus le cylindre K^. Celle-ci se produirait en tous les 
points de la génératrice projetée suivant d^. Elle se propagerait donc 
encore avec la vitesse 6, mais dans le sens négatif cette fois. 

151. — En particulier, ceci aura lieu (sauf dans des cas exceptionnels), 
lorsque l'onde née, en Finstant initial, à l'extrémité a = 0, et dont la pro- 
pagation est représentée par la droite d^, atteindra l'extrémité a = ^. Le 
cylindre Kg ayant, en effet, sa courbure discontinue suivant la génératrice 
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correspondant à cette onde, il en sera de même de la courbe r^^* Sx la cour- 
bure de la ligne a'^'^' ... n'offre pas, précédemment au même point, une 
variation de grandeur convenable, la ligne r^ et par conséquent, le cylindre 
Kl auront leurs courbures discontinues. 

En un mot, l'onde primitive née à l'extrémité a r= 0, et qui se propa- 
geait avec la vitesse 0, se réfléchira sur le piston a =^ l, c'est-à-dire qu'elle 
engendrera, lors de sa rencontre avec celui-ci, une onde analogue se propa- 
geant avec la vitesse — -6. 

153. — Si les deux quantités --^ et 6^ --^ sont égales entre elles pour 

l'extrémité à l'origine des temps, la courbure du cylindre Kg ^^^^ con- 
tinue. Mais la singularité étudiée au chapitre précédent pourra se produire 
pour les dérivées du troisième ordre de œ. L'équation (8^) donne, effecti- 
vement, 

égalité dont le premier membre nous est fourni par l'état initial du gaz, et 
le second par le mouvement du piston. Lorsque cette égalité n'aura point 
lieu, il se produira une discontinuité du troisième ordre qui affectera suc- 
cessivement les différents points de la figure 10 projetés suivant d.^ et qui, 
par conséquent, se propagera encore avec la vitesse 6. 

Comme précédemment, de telles discontinuités du troisième ordre pour- 
ront être de deux espèces, se propageant avec la même vitesse 6, mais dans 
des sens différents ; les unes naîtront à l'extrémité a = du. tuyau, les 
autres à l'extrémité a= L 

Si l'équation (13) était, à son tour, vérifiée, il pourrait cependant naître 
une discontinuité du quatrième ordre ; et ainsi de suite. 

153. — On voit même clairement ici comment pourrait se produire une 
discontinuité d'ordre infini. C'est ce qui arriverait si, la première nappe du 
cylindre Kg (celle qui est fournie par l'état initial) étant analytique, la 
seconde nappe n'était point le prolongement analytique de la première, 
mais avait avec elle un contact d'ordre infini. 

I 54. — On pourrait enfin se placer au point de vue adopté au n** 140, en 

considérant successivement deux mouvements Mi, M^ qui coïncident 
jusqu'à l'instant initial, mais pour lesquels les mouvements du piston 
a =^0 soient différents à partir de cet instant. Le cylindre Kg serait alors 
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modifié à partir de la génératrice projetée suivant (ig^ ligne qui marquerait 
la loi suivant laquelle se propagerait la modificalion. 

Lors même que le mouvement du piston a = l resterait inaltéré, le 
cylindre K^ changerait (par suite du changement de la courbe V'^ à partir 
du moment où celte propagation atteindrait l'extrémité du tube : là encore, 
il y aurait réflexion. 

155. — Revenons au cas d'une discontinuité née à l'instant initial et à 
Textrémité a = 0. 

En un point projeté sur d^, mais dans une région où la courbure du 
cylindre Ki est continue ainsi que ses dérivées, il y aura compatibilité : la 
discontinuité restera unique non seulement à l'instant qui correspond à ce 
point, mais aux instants précédents et suivants. 

11 en sera de même pour un point projeté sur di seul, si du moins, à 
l'origine des temps, une discontinuité s'est produite pour a = l. 

Considérons, au contraire le point de rencontre des droites (i^, d^* Ce 
point correspond à une valeur t^ de t pour laquelle existe une disconti- 
nuité unique. Seulement cette discontinuité aiïecte à la fois les deux 
cylindres Ki et K2. Il n'y a point compatihilité : toute valeur de t diffé- 
rente de t^ correspondra à une perpendiculaire à l'axe des t qui coupera d^ 
et d^ en deux points distincts. On voit bien ici, conformément h nos consi- 
dérations générales du n° 105, qu'une discontinuité sans compatibilité 
n'est autre chose que la superposition, à un instant isolé, de deux discon- 
tinuités/jui se rencontrent. 

Dans le problème actuel, la condition de compatibilité se présente sous 
une forme particulière et très simple : elle est évidemment qu'une seule 
des deux fonctions /l et ^^ ait ses dérivées discontinues. Par exemple, si 8, 
est positif, il faudra que la dérivée seconde de la fonction f^ n'éprouve 
aucune variation. Or, on a 

(") [S] = Ir,-] + [f.-] 

En éliminant [/"/] qui, lui, est en général différent de zéro, il vient 

(15) nrt=o=[s]+:[â]- 
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On aurait une troisième condition analogue à (14), (14') en envisageant 
l'accélération. Mais, dans le problème actuel, celle-ci n'est pas une quantité 
distincte : elle doit être considérée comme déterminée par l'équation (8), à 
l'aide des autres dérivées du second ordre. La condition que l'on obtient en 
l'introduisant n'est évidemment autre que (14). 

Si la discontinuité était d'ordre quelconque /?, on n'aurait de même à 
considérer que les dérivées d'indice zéro ou U7i, toutes les autres se calcu- 
lant en fonction des premières par le moyen de l'équation aux dérivées 
partielles. La condition de compatibilité correspondante sera donc 






0. 



150. — Maison n'aura pas seulement une seule condition de cette 
espèce, celle qui correspond à Tordre même de la discontinuité. Quel que 
soit cet ordre n^, on devra en outre écrire toutes les conditions (16), en 
nombre infini, correspondant aux différentes valeurs de ?^ supérieures à n^, 
et qui seront les conditions de compatibilité d^ordre supérieuo% dont nous 
avons obtenu la partie cinématique aux n°' 119-1!^3. 

Par exemple, pour une discontinuité du second ordre se propageant 
dans le sens positif, on devra avoir les conditions (15) mais aussi les con- 
ditions qui expriment que la fonction/i a sa dérivée troisième, quatrième, etc., 
continues. 

Si, à un instant quelconque i^i, ces conditions n'étaient pas vérifiées, la dis- 
continuité du second ordre marchant dans le sens positif se doublerait d'une 
discontinuité du troisième, du quatrième, .... ordre qui se séparerait de la 
première aux instants voisins de t^ et se propagerait dans le sens négatif. 

Ici, comme on le voit, ces conditions de compatibilité des différents 
ordres sont indépendantes les unes des autres. 

157. — La considération des deux fonctions ^ et f^ permettra d'expri- 
mer la compatibilité, dans le problème actuel, même pour une disconti- 
nuité d'ordre infini (n^ 76). 

Supposons en effet, que, dans une partie du tube, oo ei ~~ soient, à 

l'instant initial, des fonctions analytiques de a pour « << a^ ; et que, 
pour a >• «1, ces mêmes fonctions cessent d'être le prolongement analy- 
tique des premières, leurs dérivées de tous ordres par rapport à a étant 
cependant continues pour a =^ a^, La condition pour que, dans cette dis- 
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continuité d'ordre infini, il y ait compatibilité avec propagation dans le 
sens positif est que la fonction f^ soit analytique et régulière. Or, cette 
fonction peut se calculer à l'aide des données précédentes par l'intermé- 
diaire des équations (10) et (11). 

Si, en même temps que le mouvement M^, on en considérait un autre Mg 
qui, à l'instant initial, coïnciderait avec Mj^ dans une région R du tube et 
en serait distinct dans une autre région R' contigûe à la première, les deux 
mouvements M^ et M2 seraient identiques, à un instant quelconque t, dans 
une certaine région R^ et distincts dans une autre région RV Le point de 
séparation de ces deux régions irait en se déplaçant, avec la vitesse 0, en 
général vers la région R. On peut dire encore qu'il y aurait compatibilité 
si, au contraire, le déplacemeni; de ce point avait lieu vers la région R^ Il 
faudrait pour cela que Tune des deux fonctions f^ et f^^ calculées comme 
nous venons de le dire, fût la même pour Mj et pour M^. 

158« — L'étude de la propagation des discontinuités, telle que nous 
venons de la rencontrer, est en rapport direct avec la théorie des caracté- 
ristiques des équations aux dérivées partielles du second ordre, dont nous 
allons rappeler sommairement les principes, en renvoyant pour les détails 
aux traités bien connus de M. Darboux et de M. Goursat (^). Nous retrou- 
verons d'ailleurs cette théorie sous une forme plus générale dans les cha- 
pitres suivants (chap. Vil). 

Soit l'équation de Monge-Ampèrej c'est-à-dire l'équation 

(17) A (rt — s'-) -h Br -+- 2C5 -h B'^ + D == 

dans laquelle r, s et ^ désignent les dérivées partielles du second ordre 
d'une fonction inconnue z de cg ei àe y; pendant que A, B, B^, G, D sont 
des fonctions données de x^ y, z, ainsi que des dérivées partielles du pre- 
mier ordre p et q. Si x, y, z sont considérées comme les coordonnées d'un 
point de l'espace, toute fonction ^ de a? et de ?/ satisfaisant à cette équation 
représentera une surface intégrale. 

Une telle surface est, en général, déterminée par les conditions de 
Caitchy^ lesquelles consistent à se donner, en tous les points d'une courbe y 



(1) Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, tome III, p. 263 et suiv. — Gour- 
sat, Leçons sur rintégration des équations aux dérivées ]}artielles du second ordre, 
tome I. 
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du plan des x y, les valeurs de z et de ses dérivées premières^, q. Celles- 
ci devront évidemment être telles que la relation 

(18) dz -^^ pdx 4- qdy 

soit vérifiée pour un déplacement effectué suivant "(. 

Géométriquement, cela revient à se donner une courbe gauche r (pro- 
jetée suivant y) par laquelle doit passer la surface cherchée, ainsi que le 
plan tangent à cette surface en chaque point de la courbe. 

Pour résoudre le problème de Caiichy, c'est-à-dire pour déterminer la 
solution d'après ces données, on cherche d'abord les valeurs de r, s et t en 
chaque point de 7 : ces quantités doivent évidemment vérifier les con- 
ditions 

\ dp = vdx H- sdiK 

( aq = sax ~\~ tdy 

(les différentielles correspondant toujours à un déplacement effectué sui- 
vant y) et, d'autre part, l'équation (17). Cette dernière est du second degré, 
du moins si A ;zf 0. Cependant, si Ton tire des équations (19) les valeurs 
de deux des quantités ^, s et ^ en fonction de la troisième, le premier 
membre de (17) deviendra, par rapport à celle-ci, du premier degré. 

(Cela tient à ce que, si Ton considère, non plus a?, y et %, mais ?% s et t 
comme des coordonnées cartésiennes, la droite représentée par les équa- 
tions (19) est parallèle à une génératrice du cône asymptote de la quadrique 
qui correspond à (17) ). 

On trouve, en ])renant s comme inconnue : 

( s [a [dp dx H- dq dy) -H ^dif-' — 2 Odxdy -4- B^c/^^] 
( z= Kdp dq -4- Bc^p dy ~\- ^'dq dx -h I^dx dy. 

Dans les équations que nous aurons à étudier^ le coefficient A est 
d'ailleurs nul et le caractère linéaire des équations (17), (19) apparaît à 
première vue. 

Un calcul tout semblable fera connaître les dérivées du troisième ordre 

— ^y — ^^y ■ — --9 et d'une manière générale les dérivées de tous ordres de 

ô.ic^ bcc^ by ()ûoUj^ ^ 

la fonction cherchée en chaque point de Y. 

Si donc on sait que cette fonction est holomorphe, elle est parfaitement 
déterminée^ puisqu'on a tous les coefficients de son développement. 

Inversement, d'ailleurs, lorsque les données sont analytiques et régu- 
lières, on démontre, à l'aide du théorème de M"^^ Kowalewsky (^), que la 

(0 Comparer ch. VII, no 281. 
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solution ainsi déterminée existe : il résulte de ce qui précède qu'elle est 
unique. 

159. — Mais il en est autrement si Téquation du premier degré (20) 
est impossible ou indéterminée, ce qui arrive pour 

(21) A {dpdx -h dqdy) -\- Bdy^ - 2Cdxdy -H B'dœ^ = 0. 

Si cette condition est seule vériflée, le problème qui consiste à cher- 
cher r, s et ^ est en général, impossible. Ecartant cette hypothèse sur 
laquelle nous aurons à revenir plus loin, nous admettrons que les équa- 
tions (17) et (19) sont compatibles. La condition pour cela est que Ton 
ait, outre Féquation (21), la suivante 

(22) Adpdq -H Bdp dy -l- B'dq doc -\- Ddx dtj ^=0. 
Si A est nul, l'équation (21) se réduit à 

(210 ^dy^ — 2Cc^^ dy -h B'dx^ = 0. 

Elle définit, pour chaque système de valeurs de œ, y, s^ p, qj deux va- 
leurs \i et Xg <iu coefficient angulaire X ■= -J- de la tangente à y. 

Si l'on a, par exemple -,— = À^, la relation (22) devient 

(220 \ (Bc^p 4- ^dx) -4- ^dq = 0. 

Lorsque les conditions (21) et (22) sont vérifiées, nos équations ne déter- 
minent plus r, s et t, et il semble que l'une de ces trois quantités puisse 
être choisie d'une façon entièrement arbitraire eu chaque point de y. 

Ce n'est point toutefois ce qui a lieu : Si, en effet, on considère les déri- 

vées suivantes — > —^ — » ^, on voit que les équations qui doivent les 

fournir ont également pour déterminant le premier membre de (21) (ce qui 
est évident pour A =: 0, les coefficients de ces équations étant alors les 
mêmes que ceux des équations (17), (19)) : il y aura donc une condition 
de possibilité^ laquelle consiste en une équation différentielle linéaire du 
premier ordre à laquelle doivent satisfaire r, s et t. Le choix de ces der- 
nières ne comporte donc qu'une constante arbitraire. Quant aux dérivées 
du troisième ordre, une fois vérifiée l'équation différentielle dont nous 
venons de parler, elles deviendront à leur tour indéterminées ou plutôt, 
comme le montre la considération des dérivées quatrièmes, elles dépen- 
dront d'une nouvelle constante arbitraire. 
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Chaque ordre de dérivation introduira ainsi une nouvelle constante. 
Il y a donc lieu de penser que le problènae posé admet, cette fois, une 
infinité de solutions. On démontre (^) que c'est ce qui a lieu en effet. 

160. — Supposons maintenant que l'on parte d'une surface intégrale S 
donnée. Sur cette surface, l'équation différentielle (21) définira deux 
familles (une courbe de chaque famille passant par un point quelconque 
de la surface) et sur chacune d'elles on aura d'ailleurs la condition (22) 
puisque le contraire serait en contradiction avec l'existence même de la 
surface S. 

Les courbes ainsi définies sont dites les caractéristiques situées sur la 
surface. 

161.— Demandons-nous maintenant s'il peut exister une autre surface 
intégrale tangente à la première tout le long d'une courbe T. D'après ce 
qui précède la condition nécessaire et suffisante a cet effet sera que V soit 
une caractéristique, du moins si l'on suppose les deux surfaces analy- 
tiques. 

Nos raisonnements n'excluraient pas, à la rigueur, l'existence de deux 
surfaces intégrales (non analytiques) ayant entre elles, suivant une 
courbe r, caractéristique ou non, un contact d'ordre infini (2). 

169« — De la propriété fondamentale des caractéristiques résulte évi- 
demment que ces courbes seront conservées dans tout changement de va- 
riables. 

Plus généralement, les caractéristiques sont conservées dans toute trans- 
formation de contact Q), 

Considérons, par exemple, la transformation de Legendre qui, aux 
variables x, y, z et aux dérivées partielles p, q fait correspondre des quan- 
tités analogues x^, y^, z^^ p^, q^ définies par les formules 

^1 — P, ^i == q, Z^=pOG -^ qy '— Z, 

Pi = ^> ^1 ^y- 



(1) Voir plus loin, ch. VII, n^ 319. 

(2) Voir la note I à la fin de l'ouvrage. 

(3) Pour la définition et les propriétés foodamentales des transformations de con- 
tact, voir Goursat, Leçons sur Vintègration aux dérivées partielles du premier 
ordre^ ch. xi, Paris, Hermann. 
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Dans cette transformation, les nouvelles valeurs des dérivées secondes 
sont 

t s 



3> '^1 ^./ ^2? *^l 



rt — s'' ' rt — s^' ^ rt — s^ 

Appliquée à l'équation (17), cette transformation donne une équation 
analogue dans laquelle A, B, B', C, D sont changés en D, B', BrC, A. 

D'ailleurs, deux surfaces tangentes quelconques sont changées en deux 
surfaces tangentes. Donc les caractéristiques de la nouvelle équation corres- 
pondent à celles de la primitive. 

Ce que nous venons de dire pour la transformation de Legendre peut 
d'ailleurs se répéter pour toutes les transformations de contact : celles-ci 
changent une équation quelconque de la forme (17) en une équation de 
même forme et les caractéristiques en caractéristiques. 

i63« — On doit toutefois se rappeler qu'à une intégrale de Tune des 
équations ne correspond pas toujours une intégrale proprement dite de 
Tautre, parce qu'à une surface, la transformation considérée peut faire 
correspondre une courbe (ou même un point unique). C'est ainsi que, dans 
la transformation de Legendre (qui équivaut, comme on sait, à une trans- 
formation par polaires réciproques) toute surface développable est changée 
en une courbe. Lie (^) a indiqué une définition générale de l'intégrale 
d'une équation telle que (17), d'après laquelle une telle courbe peut être 
considérée comme une intégrale de cette équation, au même titre qu'une 
surface. Sans reprendre les considérations d'où on tire cette définition, on 
peut dire qu'une courbe est une intégrale dégénérée de l'équation (17), si 
la surface développable en laquelle elle est changée par la transformation 
de Legendre est une intégrale de l'équation transformée. 

164. — Enfin, si A étant nul, les coefficients B, B', C sont fonctions 
de œ, y seuls, l'équation (21') pourra être considérée comme une équation 
différentielle ordinaire entre ces deux quantités. Si le discriminant BB' — C^ 
est différent de 0, cette équation aura deux séries de courbes intégrales 
distinctes que nous pourrons désigner par X = const., Y = const. En 
prenant comme nouvelles variables indépendantes X et Y, on fera dis- 
paraître r et t de l'équation. 



(1) Voir Goursat, Leçons sur Vintégration des équations auœ dérivées partielles 
du second ordre ^ tome I, pages 49-51. 



Hosted by 



Google 



MOUVEMENT REGTTLIGNE DES GAZ 159 

165. — L'application de ces résultais à la théorie de la propagation du 
mouvement est immédiate. 

Si, en effet, deux mouvements de notre masse fluide sont en disconti- 
nuité du second ordre, ils correspondront, dans le mode de représentation 
géométrique qui vient de nous servir_, à deux surfaces intégrales tangentes 
entre elles tout le long d''une ligne, puisque, en tout point où il y a dis- 
continuité, les dérivées premières ne changent pas de valeur. Une telle ligne 
est nécessairement, d'après les résultats précédents, une caractéristique. 

Si la discontinuité était d'un ordre supérieur au second, cette conclusion 
ne serait pas modifiée. Nous avons vu, en effet, que si les dérivées pre- 
mières et secondes de l'intégrale cherchée sont données le long de la 
courbe r, les dérivées troisièmes auront des valeurs parfaitement déter- 
minées (de sorte qu'il ne pourra pas se produire de discontinuité du troi- 
sième ordre) si la courbe r n'est pas une caractéristique^ au lieu qu'elles 
pourront changer dans le cas contraire. 

Les mouvements compatibles seront évidemment ceux dont les surfaces 
représentatives se raccorderont ainsi suivant une ligne r. 

Pour l'équation (8'), les coefficients sont respectivement 1, et 6^. La 

caractéristique correspondra donc à -rr = =h 6. Cette quantité =h 6 repré- 
sente évidemment la vitesse de propagation, les deux familles de carac- 
téristiques correspondant aux deux sens dans lesquelles cette propagation 
peut s'effectuer. 



S 2. — CAS GENERAL 



lOO. — Occupons nous maintenant d'étudier la propagation de ces dis- 
continuités sur l'équation du mouvement telle que nous l'avons primiti- 
vement obtenue, et non sur l'équation (8^) que nous lui avons arbitraire- 
ment substituée. 

Cette étude n'offre d'ailleurs aucune difficulté, soit qu'on emploie les 
considérations développées au chapitre n, soit qu'on ait directement recours 
à la théorie des caractéristiques. 

Partons, à cet effet, de l'équation du mouvement sous sa forme la plus 
générale (5) telle que nous l'avons obtenue au n° 143, savoir 

(5) __ ,^ ~ __ _-X _|_ _J, U:rr X 79- (« = C9 (o), O) ) 
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Supposons que, pour une valeur déterminée de a et un instant déler- 
miné t, le mouvement présente une discontinuité du second ordre. Sup- 
posons d'ailleurs qu'il y ait compatibilité et soit 6 la vitesse de propagation. 
En désignant respectivement par les indices 1 et 2, ce qui se rapporte aux 
deux régions séparées par la discontinuité, on devra avoir 

/ 5-^ \ / 5-^ 



(23) 



— [(S). -(S),] 

^f), -" LUW2 W)d' 



Mais les quantités (g)^, (S)/ (^"1),' (5)/oiveat satisfaire 

séparément à l'équation (5) dans laquelle les dérivées premières ont les 
mêmes valeurs de part et d'autre. En retranchant membre à membre les 
deux relations ainsi écrites, il vient. 



(24) e^ ::. 



OU 
OU 



(24') ^^ = ^ (w) 

4^(a)) étant la quantité définie par la formule (7). 

Nous avons ainsi la valeur de la vitesse de propagation 6. La théorie des 

caractéristiques nous aurait conduit au même résultat, 6 n'étant autre que 

dcf 
le coefficient angulaire ~t- de la tangente à la caractéristique, lequel est 

fourni par l'équation {%!'). 

La quantité 6 est la vitesse du son dans le gaz, sous la pression et à la 
température considérées. C'est en efïet la vitesse avec laquelle un mouvement 
quelconque (tel qu'une vibration sonore), se propage dans ces conditions. 

167. — Les relations (23) nous font^ en outre, connaître les conditions 
de compatibilité. Si l'on considère le mouvement du fluide comme déter- 
miné par les positions et les vitesses des molécules à l'instant t, —^ sera 
une inconnue que Ton devra tirer de l'équation (5). 
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Au contraire, —-r et - — - sont des données de la question, lesquelles 

sont discontinues pour la valeur considérée de a. Entre ces données on 
devra avoir, pour qu'il y ait compatibilité, la première relation (23), 6 dé- 
signant la racine carrée de l'expression (24), prise avec un signe qui dé- 
pendra du sens de la propagation (^). 

Dans le cas contraire, la discontinuité se divisera Ç^) en deux dont l'une se 

propagera avec la vitesse -h \ / '-, Taiitre avec la vitesse — 1 / — ~~« 

Si la discontinuité était d'ordre supérieur au second, nous savons, d'après 
la théorie des caractéristiques, que la vitesse de propagation ne changerait 
pas de valeur. Pour obtenir le même résultat en partant de nos considé- 
rations cinématiques, il suffirait évidemment de remarquer que les varia- 
tions dérivées pîèmes (^p étant l'ordre de la discontinuité) formeraient alors 
une progression géométrique de raison ô et de substituer d'autre part ces 
variations dans Tune quelconque des équations obtenues en différenciant 
p — 2 fois (5). 

Il est clair, également, que l'expression de la vitesse de propagation ne 
serait pas changée si, parmi les forces accélératrices, en figurait une qui 
soit fonction de la vitesse, ou si, d'une manière générale, la force X dépen- 
dait d^une manière quelconque, non seulement de x^ a et t, mais des 
dérivées premières de œ par rapport à a et à ^. 

108. — D'après ce qui précède, il est impossible de traiter de ta dyna- 
mique des gaz sans tenir compte des discontinuités qui s'y propagent : leur 
absence suppose un accord tout exceptionnel entre les données initiales et 
les mouvements des parois. 

Cette circonstance ne se présente pas dans la dynamique des liquides, où 
l'on n'a jamais à étudier que des mouvements continus ou tout au plus des 
discontinuités stationnaires (^). 

Elle constitue une difficulté toute spéciale de Tétude des gaz. On voit, en 
effet, qu'avant d'essayer de former les équations du mouvement, il est 
nécessaire de déterminer dans quel domaine ces équations seront valables : 
ce domaine étant limité par des ondes dont il faut étudier la propagation. 



(i) Comparer ch. v, n» 343. 

(2) Nous reviendrons sar ce dédoublement, dans le cas général de Fespace au 
ch. V, no »S«.. 

(3) Voir ch. V, nos 344-346. 

Hadamard 11 
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162 CHAPITRE IV 

Aussi possède-t-on très peu de résultats généraux sur les moiivemenls 
des gaz. Presque tous sont relatifs au mouvement rectiligne traité par 
Riemann et Hugoniot dans les Mémoires cités, et dont nous allons nous 
occuper maintenant. 

169« — - Nous nous bornerons au cas où le gaz est primitivement (ou, 
du moins, peut avoir été à un instant quelconque), à une pression et à une 
température uniformes, de sorte que l'équation du mouvement se réduit à 

1 

où J^(w) représente, comme nous l'avons vu la fonction cp' (w) et où 

Po 
œ est la dérivée partielle --, Quant à l'autre dérivée partielle , elle n'est 

autre que la vitesse w. 

La vitesse 6 du son est égale k ±\/^ (w), et c'est ce qu'exprime l'équa- 
tion (21'). Ecrivons, d'autre part, l'équation (22') : celle-ci nous donnera 
(p devant être ici remplacé par u ei q par co) 



(i^^ ■= G c?to — zh y^ (w) c^w. 
Cette équation est intégrahle. En posant 



(25) ^^ (co) = y! (co), 

où il est entendu que le radical du premier membre est pris avec le signe 
-h) elle donne 

(26) w =t }( (to) = constante. 

l'ÎO. — Ainsi chacune des familles de caractéristiques admet une com- 
binaison intégrable. Cette remarque a conduit Riemann à prendre comme 
variables indépendantes les quantités 



(27) 


( MH-x:(") = î, 

( W — x(w) = r,. 


qui donnent 




(28) 


u^^^,\ 


(28') 


xH-^7^ 
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MOUVEMENT REGTILIGNE DES GAZ 153 

Pour effectuer ce changement de variables, nous commencerons par 
opérer la transformation de Legendre, c'est-à-dire par prendre pour varia- 
bles indépendantes it et w, et pour fonction inconnue la combinaison 

(30) z ■= iii a -\-ut — X 

dont les dérivées partielles par rapport à z^ et w ne sont autre que i^ et <^ ; 
les nouvelles valeurs des dérivées secondes se calculent par les formules 
du n° 16!^ et l'équation (8) devient 

(31) ^-^==^(0))^-!^. 

Il est maintenant aisé de passer aux variables Ç, y) : il vient 

4 ^ :^ XIH /5£ __ 5£\ 

ou, en tirant w de l'équation (28') 

(5^) l5-«S-^)Ci-S) = »- 

/"étant une fonction définie par la relation 

(33) ^[2XH] = J|M. 

L'équation est ainsi rapportée à ses caractéristiques : elle a la forme de 
Laplace 

(34 ->— -^ a -T -A-b — -\- cz =:^(). 

11 1. — C'est précisément à propos de l'exemple qui nous occupe que 
Riemann (') a été conduit à imaginer sa méthode d'intégration, étendue, 
comme on sait, par M. Darboux à l'équation générale (34). 



(1) L'inconnue considérée par Riemann n'est pas z, mais une quantité w définie 
comme une intégrale de différentielle totale exacte, par la formule 

dw ^ — ^ {dl + dr) + wx' (w) ^^1 d^ — ~ &f^j 

laquelle équivaut à la formule (3) (§ II) du Mémoire de Riemann (page 183 de la 
traduction française), les relations qui servent s passer des notations de Riemann 
aux nôtres étant 
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164 CHAPITRE IV 

Rappelons que cetle mélhoclG(^) est à beaucoup d^égards analogue à celles 
dont nous avons parlé au chapitre I. Elle repose sur une identité toute 
semblable à celle de Green, savoir 



(35) / / ^tgr^^) ^ z<ê (?)] d\ de, = I Mdr, - Ndi, 

dans laquelle 

z eiÇ désignent deux fonctions régulières quelconques ; 
if(z), le premier membre de l'équation (34) ; 
© (Q, le premier membre de l'équation 

(36) g (Ç) _ ^^ _ « _ 5 + c - -j - -- k = 0, 



hz 




hZ 





dite y adjointe de la proposée ; 
M, N, les expressions 

l'intégrale double étant étendue à une aire quelconque du plan des | -r), et 
l'intégrale simple du second membre, au contour de cette aire. 

Celte identité étant posée, la résolution du problème de Gauchy pour 
l'équation (34), la courbe y étant un arc quelconque du plan des ^yj assu- 
jetti à la condition de n'être coupé qu'en un seul point par une parallèle 
quelconque à l'axe des ? et un seul point par une parallèle quelconque à 
l'axe des r\ : — autrement dit, le calcul en un point quelconque A (^\ y\) 
{fig. 11) d'une intégrale z de l'équation (34), donnée par ses valeurs et 



L'équation auK dérivées partielles de Riemann esl donc une transformée de l'équa- 
tion (32). 

Les transformations de cette espèce, applicables à une équation de Laplace et où 
intervient l'intégration d'une différentielle totale exacte, ont été déterminées par 
M. Darboux [Leçons sur la théorie des Surfaces^ liv. IV, ch. viii, n^ 402). Celle 
qui conduit à l'inconnue w correspond, dans la notation de M. Darboux, a 

jj. = — 2o)x'((o), 

la fonction p de M. Darboux étant égale à w/' (w) et la solution ^' de l'équation (32) 
qui conduit à cette valeur de p n'étant autre que z' .= to. 

(1; Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, liv. IV, ch. iv (tome II). 
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ses dérivées premières en chaque point de y, — se ramène à la formation 
d'une fonction g (ç, r, ; ?', t]') qu'on peut regarder comme correspondant à 
la fonction de Green. Cette fonction g est définie parla triple condition : 

l*' De satisfaire à l'équation g ==: 0, lorsqu'on la considère comme fonc- 
tion de ç, ï) (^' et '(]' étant constants) ; 

2° De se réduire, pourri = 7)' à g" ^ et, pour ^ =^', ae'^ '^' 

Elle présente une propriété de réciprocité analogue à celle de la fonction 
de Green, et qui se démontre d'une manière toute semblable (^) : Texpres- 
sion ^ (^^ 7] ; ^' iq') ne change pas lorsqu'on permute entre eux les points 
^, Tj ; ^\ r\\ en même temps que les polynômes différentiels g, J^(fait qui 
est immédiatement évident pour les con- 
ditions 2°, mais non pour la condition 1°). 
Cette fonction g étant formée, on la 
substituera pour ? dans l'identité (35), 
moyennant quoi le premier membre dis- 
paraîtra, z étant la fonction inconnue 
cherchée. Quant à Taire d'intégration, on 
la limitera d'une part par la courbe y, de 
l'autre par les parallèles A B, A C (fig, 11) 
menées respectivement aux axes des ^ et 
des 7] par le point A. 

En vertu des propriétés supposées à la fonction g^ l'intégrale I Md'f] — Nd^ 



Y- 



Fig-ll 



se réduira, sur A B à ^ \{^^)b — ^a 



sur A C à ^ Uz(^ 



J, et l'o 



aura 



(38) 



^ 2 [(^^)b -^ (^^)g] - 



Mdr^ ~.Ndl 



formule qui résout la question, puisque, dans le second membre tout est 
direcfement exprimable à l'aide des données. 

Inversement, si la coiirhe y satisfait à la coiidition géométrique indi- 
quée plus haut, et si, bien entendu, les valeurs de z et de ses dérivées 
données vérifient, sur y, la relation 



(39) 



. hZ 7>. ^Z , 
dz = y aç H ■ driy 

5ç Ôï) 



(1) Darboux, Loc. cit,f no 359. 
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la formule précédente définit bien une fonction remplissant les conditions 
du problème. 

Si, au lieu de Téquafion |r= 0^ on avait à intégrer Téquation 

/"étant une fonction donnée de ^, Tj^ la même méthode réussirait encore, la 

formule (38) étant simplement complétéepar l'intégrale double / 1 fgd^d-q 

étendue à notre triangle curviligne : c'est ce qui résulte immédiatement de 
la formule générale (35). 

IT^. — Enfin, la même méthode s^'applique également au cas où la 
courbe y est remplacée par un système de deux caractéristiques, les valeurs 
de z seul étant données sur chacune de ces deux lignes. La formule (38) 
est alors remplacée (pour l'équation sans second membre) par 



/o /^O 



g(^l^az)dr^. 



173. — On ne dispose pas d'une méthode générale pour calculer la 
fonction de Riemann g (^, v] ; ^\ r/). Mais on est assuré de l'existence de 
cette fonction dès que les coefficients de l'équation sont analytiques et ré- 
guliers (^) ou même plus généralement dès qu'ils sont continus et déri- 
vables (^). 

Dans ces conditions, il résulte évidemment de ce qui précède que si la 
courbe y n'est coupée qu'en un seul point par une parallèle à l'axe des ^ et 
en un seul point par une parallèle à l'axe des y] (ainsi que nous l'avons 
supposé) le problème de Gauchy admet une solution et une seule. 

D'une manière plus précise, si la fonction ^ et ses dérivées sont données 
tout le long d'un arc PQ satisfaisant à la condition précédente, celte fonc- 
tion est déterminée dans tout le rectangle qui a pour sommets opposés P Q 
et dont les côtés sont parallèles aux axes. 

m 4.. — Ceci nous permet de combler pour les équations dont nous nous 
occupons en ce moment, une lacune dont nous avons signalé l'existence 



(1) Darboux, Log. cit., tome II, pages 91-94. 

(2) Darboux, Log. cit., tome IV, pages 355-359 (Note de M. Picard). 
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un peu plus haut (n° 161). Supposons en effet que Téquation (17) ait la 
forme de Laplace : alors nous pourrons affirmer que deux surfaces inté- 
grales, analytiques ou non, ne peuvent avoir entre elles un contact même 
d'ordre infini tout le long d'une ligne sans que cette ligne soit une carac- 
téristique, puisqu'on pourrait alors considérer en particulier, sur la ligne en 
question, un arc le long duquel ^ et ï) soient chacun constamment croissants 
de manière que la donnée de z et de ses dérivées premières le long de cet 
arc détermine complètement cette fonction dans le voisinage. 

Cette Gonclicsion s^ étend à V équation (8). Considérons en effet le pro- 
blème de Cauchy pour cette équation, c'est-à-dire supposons qu'on se 
donne une série de valeurs de a, t, w, u, x, dépendant d'un paramètre. Ce 
problème peut être immédiatement ramené au problème analogue relatif à 

l'équation (31), puisqu'on connaîtra z et ses dérivées — =: a et ~~ =^ t pour 
une série de valeurs de w et de u, 

La condition nécessaire et suffisante pour que ce problème cesse d'être dé- 
terminé est donc que la série de valeurs ainsi considérée soit caractéristique. 

Physiquement parlant^ si Ton imagine successivement deux mouvements 
M et W de notre masse fluide, lesquels coïncident pour t <^ t^, a <^ a^^ ces 
mouvements coïncideront encore^ pour une valeur de t supérieure à t^^ jus- 
qu'à la valeur de a atteinte par Fonde partie de a^^ et se propageant avec la 

vitesse négative — \^ (w) ; autrement dit, jusqu'à la valeur. 



="'-i 



\/^[^)dt. 



Ce résultat n'avait été, jusqu'ici, établi en toute rigueur qu'en supposant 
les mouvements en question analytiques de part et d'autre de l'onde. 

1^^. — Dans le cas des gaz parfaits, nous avons trouvé 

et, par suite, 

(41) ^{i^^) = k'oi'^-\ k'=^~. 

Po 

y^ (w) est donc égal à v ^' ^ ^ • 
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Comme celte quantité représente la vitesse du son, la constante sj k' n'est 
autre que la vitesse X du son dans Vètai initial : on a 



/- ; / mk 



(42) X 

Si, comme cela a lieu dans la loi de détente de Poisson, m est différent 
de Tunité, il vient (en négligeant la constante additive) 

2/^ -'^'-^ 2X -^-^^ 

et, par conséquent, la fonction / définie plus haut (formule 33) a la 
valeur 

(44) /(£-i) = jrr^. 

On est ainsi amené à V équation d'Euler 

Lorsque p est un entier, l'intégrale générale de cette équation s'exprime 
en termes finis : elle est (\) 



(47) 



ô2P-2 /x_Y 



^p-iô.,?-nç 



OÙ X et Y sont des fonctions arbitraires Tune de ?, l'autre de ri. 

Il se trouve que ce cas est approximativement celui de la loi de Poisson. 
La valeur généralement admise pour le coefficient m (rapport des deux cha- 
leurs spécifiques) est, en effet 1,41 ; et l'hypothèse m = 1,40 donne- 
nerait p := 3. 

l'^O. — Mais quel que soit p, la méthode de Riemann permet de 



(i) Darboux, loG. cU.j no 353 (tome II, p. 65). 
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résoudre le problème de Caucliy. On peut, en effet, former la quantité g : 

on trouve (^) 

(48) gi^r,- r, r/) = (V - ^) - P (vi - ?') - P (r, - if^ F (p, ?, 1, a) 

(j désignant le quotient 

_ ( ^ - ^0 (^ - V) 

' ~ (^ - ^') (^ - ?') 

et F la série hypergéomélrique 

+ p(P + l)- (P + ^^-l) f ,„ + ... 



(49) 



et la quantité '^rr-r-^ donne simplement la constante — 4Z = — '/— • 



i»^7. — Nous avons exclu tout à l'heure le cas de m == 1, c'est-à-dire 
celui de la loi de Mariotte où u> (a>) est donné par la formule (2). Dans ce 
cas, on a 

(50) X'(-)-^, 

(50') X H = ^'i^ 'og "^ 

L'équation (32) est donc 

<") â+'(ï-3=«. 

laquelle peut d'ailleurs, par le changement de variable z =-e ^^ "~ '^^ z^, 
se transformer en 

(52) p^ 4- l^z, ==.0. 

Enfin l'on peut même réduire l à l'unité, en prenant pour nouvelles 
variables indépendantes Vr et ^iq. 

L'équation ainsi obtenue, ou plutôt une équation aisément réductible à 
celle-là, est connue sous le nom adéquation des télégraphistes. La fonc- 

(1) Ibid., no 360. 
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tion de Riemann ^ (^, y] ; Ç', ï)^) est également connue pour réqualion des 
télégraphistes et par suite, pour l'équation (51) ; on a 

(53) ^ (? , .] ; Ç^ r,') = en-^-r,'-a~ O] j^gl. ^/J (^ _ ^>^ 
où J désigne la fonction de Bessel 

J (X) - 1 - p. H- ^^, + ... -H (- 1)- ^p H- ... 

1 ^^. — La loi de Mariotte étant un cas limite de celle qui est représentée 
parla formule (2'j, les résultats que nous venons d'obtenir doivent pouvoir 
se déduire de ceux qui ont fait l'objet des no^ 1 75-1 7€». Il semble au pre- 
mier abord, qu'il n'en puisse être ainsi et que, par exemple, l'équation (51) 
ne puisse dériver de (46). 

Pour cette déduction, il est, en effet, nécessaire de tenir compte de la 
constante additive h qui aurait du être ajoutée au second membre de (43). 
C'est, comme on sait, en faisant croître indéfiniment cette constante 

/ ji = -- ^-T ) que l'on passe de la formule (43) à la formule (50'j pour m — 1 

infiniment petit. 

Augmentons donc 2)(^(w), ou son égal ^ — r), de la constante /i, et rempla- 
çons en même temps, ^ par Ih. L'équation (46; deviendra 






et si, maintenant, on fait croître h indéfiniment on retombera sur (51). 

Le même calcul peut évidemment s'opérer sur la fonction de Riemann 
donnée par la formule f48), et qui peut s'écrire 

^ (?. ^ ; ^'. V) = (.^)^ (^y F (p, p, 1, .). 

Si nous remplaçons v] — ^, rj' — ^ par v] — ^ _}- /i, r/ — | -|- A et ^ par Ih le 
premier facteur deviendra 

^r^^l^K \lh __l^ , ^- V \lh 

et tendra vers e^ C^i~~'^') pour h infini. Le second facteur aura de même pour 

limite e^^^'""^). 
Quant à la série hypergéométrique ¥ {^, p, 1, a)^ elle a bien pour limite la 
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fonction de Bessel qui figure dans la formule (53) : le terme général de la 
série F, est, en effet, 

n !^ 

__ [q-^oc^-v)? [ih[ih-\-i),.,.{ih-^n^i)]\ 



n V 



ce qui fait bien 7 — tw— — ^ , pour II = oo . 

179. — Le problème de Cauchy, résolu, comme nous venons de le 
voir, par la méthode de Riemann, est-il la traduction mathématique du 
problème physique qui nous est posé ? 

Pour répondre à cette question, considérons d'abord le cas d'un tuyau 
indéfini, en supposant qu'on se donne les positions des molécules et leurs 
vitesses à l'instant initial, en tous les points. Dans ces conditions, x et ses 
deux dérivées premières co et lù seront connues, quelque soit a, pour ^ = 0. 

Nous sommes donc conduits au problème de Cauchy relatif à l'équa- 
tion (8). 

Or nous avons vu que ce problème revient au problème analogue relatif 
à l'équation (32). 

Toutefois une objection se présente à l'esprit. Nous avons remarqué que 
la possibilité du problème de Cauchy est subordonnée à ce fait que sur la 
courbe y> ^ ^^ "^ ^^^^ toujours croissants ou toujours décroissants. Or il n'y 
a aucune raison pour qu'il en soit ainsi lorsque ^ et vi sont déduits de la 
distribution donnée des molécules et de leurs vitesses. ^, par exemple, peut 
fort bien avoir un maximum lorsque a varie, t restant nul. Seulement, il 
n'en résultera pas nécessairement l'impossibilité du problème posé primi- 
tivement, z pourra, en effet, avoir plusieurs valeurs différentes pour un 
même système de valeurs de ic et de w, si à ce couple de valeurs de u, w 
correspondent plusieurs systèmes de valeurs des variables indépendantes 
données a, t. Non seulement il peut en être ainsi, mais ^^ et w peuvent 
être constants, z prenant toutes les valeurs possibles : c'est ce qui arrive 
pour le cas le plus simple, celui du fluide en repos (^' =: a ; ^^ = 0, w = 1). 
En un mot, — et ce fait, que nous retrouverons dès les numéros suivants, 
est évident d^'après ce que nous avons vu au n° 163, — une singularité 
de z considéré comme fonction de u, w ne donne pas nécessairement, après 
la transformation de Legendre, une singularité de x considérée comme 
fonction de a, t. 
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Malheureusement, l'inverse peut évidemment se produire. Ayant obtenu 
une valeur de z en fonction de u et de w, il faudra, pour la considérer 

comme acceptable, calculer les dérivées - ■=.a, -- =^ t et s'assurer, 1° que 

* ' hto ' -du ^ 

ces quantités peuvent être prises comme variables indépendantes; 2"^ qu'elles 
prennent bien tous les systèmes de valeurs possibles pour lesquels ^ ^ 0. 
L'examen des conditions moyennant lesquelles il eh est ainsi présenterait 
-sâfa^lfetî^e-qruelq"îï^ difficultés.* 

180. — Considérons maintenant le cas du cylindre limité par des pis- 
tons. Alors X et ses dérivées ne seront connus que pour <^ a << /, et l'on 
aura ainsi seulement, dans le plan des ^ y], un arc de courbe le Idngé^z 
et de ses dérivées par rapport à i« et w seront connus. Ces données permet- 
tront de calculer z dans un rectangle du plan des ^ v^ (fig. 11). Dans le 
plan des at^ ce rectangle correspondra évidemment à la série des portions 
du tube qui, à chaque instant, ne sont pas encore atteintes par les ondes 
issues des extrémités. 

En dehors de la région du plan des at ainsi obtenue, il faudra tenir 
compte des conditions fournies par le mouvement du piston. Or il est aisé 
de voir que celles-ci ne peuvent pas être transformées comme les précé- 
dentes. Elles nous font connaître, en effet, pour chaque valeur de t, la va- 
leur de ^, et par conséquent, celle de u, a étant égal à ou à Z. Mais la 
valeur de w ne nous est pas donnée. Il est donc impossible de iracer à priori 
la courbe correspondante du plan des ^ r^. 

La transformation de Legendre et la méthode de Riemann ne peuvent 
donc conduire à la détermination du mouvement dans ces nouvelles con- 
ditions, G*est par une étude directe qu'il y aurait lieu de tenter cette déter- 
mination, et il est aisé de voir à quelle sorte de problème analytique on 
serait ainsi conduit. 

Le mouvement cherché doit, en effet, être compatible avec le mouvement 
primitif, dans lequel il se propagera suivant 3un^Qi » 4 une onde dont la 
marche est connue. Nous connaîtrons donc la valeur de ce le long d'une 
ligne du plan des at, à savoir celle qui représente cette onde et qui est 
une caractéristique (^). oc est, d'autre part, également donné, (par le mou- 



(1) II doit y avoir concordance (suivant cette ligne) non seulement des valeurs de ^, 
mais aussi de celles des dérivées ti et oj. Mais, comme plus loin (note de la 
page 174) cette concordance des dérivées résultera de la première, pourvu qu'elle ait 
lieu initialement, c'est-à-dire pourvu que la vitesse initiale du piston soit égale à 
celle des molécules qui Tavoisinent. 
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vement du piston) le long d'une aulre ligne sécanle à la première, savoir 
la ligne a = (ou a = l). C'est par cette double condition qu'il faudrait 
déterminer une solution de Téquation (8). 

Le problème ainsi posé est beaucoup plus difficile que celui de Cauchy, 
même dans le cas d'une équation linéaire. On sait (^), lorsque les données 
sont analytiques, établir l'existence d'une solution holomorphe, mais non 
mettre cette solution sous une forme suffisamment simple et utilisable. 

Hugoniot a, au contraire, montré que ce résultat peut être atleint dans 
un cas important, celui où le gaz est primitivement en repos. 

181. Les mouvements compatibles avec le repos. — Supposons pour 
j( = 0, le gaz en repos, à une pression et à une température uniforme dans 
une portion que nous prendrons pour état initial. Communiquons à l'un 
des deux pistons, celui qui correspond h a =0, un mouvement quelconque, 
sans toutefois qu'il y ait jamais de changement brusque de vitesse. 

Un mouvement prendra naissance au contact de ce pislon, mouvement 
qui se propagera dans le sens positif avec la vitesse 1 = // (1) du son. Ce 
mouvement et l'état primitif du gaz, à savoir le repos, seront compatibles. 

Il cessera d'en être ainsi à partir du moment où le mouvement ainsi créé 
est rencontré par le mouvement analogue produit par le piston situé à 
l'extrémité l, si ce pislon est mobile. A ce moment naîtra un troisième 
mouvement compatible avec les deux premiers mais non avec le repos. A 
ce troisième mouvement, la théorie d'Hugoniot, telle que nous allons la 
présenter, n'est plus applicable. 

Nous saurons néanmoins écrire son équation, une fois connues les deux 
premières. 

En eiïel, la surface intégrale qui le représente se raccorde avec chacune 
des deux premières suivant deux caractéristiques de systèmes différents ; 
savoir, une caractéristique ^ :=^ const. pour le premier des deux mouve- 
ments dont nous avons parlé plus haut (puisque la propagation du troisième 
mouvement s'y fait dans le sens négatif), une caractéristique t, =: const. 
pour le second. Sur chacune de ces caractéristiques on connaîtra la série 
des valeurs de a, t, œ, ii, w et par conséquent celle de z et de ses dérivées 
premières. Toutes ces quantités sont en effet supposées connues dans les 
deux premiers mouvements, et ne sont pas altérées par la discontinuité 



(1) P1GA.TID, in Darboux, Loc. cit., tome IV, p. 361-362 ; Goursat, Leçons sur Vintè-' 
gration des équations aux dérivées partielles du second ordi^e^ tome 11, p. 303. — ' 
Voir plus loin ch. VIL 
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puisque celle-ci est au moins du second ordre, z étant connu sur les deux 
caracléristiques (^), on est ramené au problème du n'' \^%. 

Mais que le second piston reste en repos ou non, il arrivera toujours un 
moment ou un nouveau mouvement prendra naissance ; c'est celui où 
l'onde partie de l'exlrémilé a = atteindra l'extrémité opposée. 

A ce moment, comme nous l'avons vu au n° 151 il y aura réflexion, et 
la discontinuité reviendra en arrière. Le nouveau mouvement ainsi produit 
n'est plus compatible avec le repos. Son étude ne peut pas se faire par la 
méthode que nous venons d'indiquer. Elle dépend des considérations déve- 
loppées au n"* 180 et on ne possède pas, quant à présent de méthodes 
permettant de le calculer explicitement. 

18S. — Dans le cas précédemment étudié, où la vitesse de propagation 6 
est constante, l'état d'équilibre est celui où les fonctions f^ et f^ introduites 
au n"" 145 ont les expressions fx (a H- 6^) = a -i- 0^ ; f^ {a — 0^) = « — 0^. 

Les mouvements compatibles avec le repos sont donc caractérisés par ce 
fait que l'une de ces deux fonctions se réduit à la variable même dont elle 
dépend. La surface représentative correspondante est évidemment un 
cylindre. 

Proposons nous de déterminer ces mêmes mouvements dans le cas où la 
fonction co est quelconque, et soit à trouver une surface intégrale 2 qui se 
raccorde avec le plan x ^=^ a suivant une caractéristique F correspondant à 

S = -Hv/^)=+7.'(1)- 



(1) Tl semble que le problême soit impossible par suite du trop grand nombre des 
conditions, puisque Ton donne, sur chacune des deux caractéristiques de raccorde- 
ment z et ses dérivées, alors que la seule donnée de z suffirait à déterminer la 
solution. Mais si ces valeurs d'une fonction z satisfaisant à l'équation de Laplace 

(34) sont données sur une caractéristique \ = const., les valeurs de ^ satisfont, sur 

cette ligne, à la relation. 

^z 
(cas particulier de (22)), qui détermine cette quantité -^ dès qu'elle est donnée en 

un point. Or cette relation est vérifiée par le premier mouvement donné. Si donc 
on détermine le troisième mouvement par la formule (40), il y aura bien coïnci- 
dence des valeurs de-rr. Cette coïncidence a, en effet, lieu en un point, le point 

commun aux deux caractéristiques, les surfaces intégrales qui correspondent aux 
trois mouvements primitifs étant alors tangentes entre elles. 
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Menons, par un point quelconque P de celte surface, la caractéristique r' 
du système opposé à r. Sur r'^ la quantité u ~\- x(^) ^st constante. Or la 
ligne r^ rencontre nécessairement r et, sur r, la quantité u -H x(^) est 
partout égale à x(l)' 

Donc la surface cherchée S satisfait à l'équation aux dérivées partielles 
du premier ordre : 

(54) M + XW = 7.(1) 

Ainsi, dans un mouvement compatible avec le repos, la vitesse et la 
densité sont fonctions Fune de Vautre, Ces deux quantités croissent en 
même temps (la vitesse étant prise avec sa valeur algébrique) puisque //(w) 
est positif et que p augmente quand w diminue. 

183. — On démontre aisément (^) que si une surface est telle que, 
entre les coefficients angulaires de son plan tangent, existe une relation 
indépendante des coordonnées du point de contact, cette surface est déve- 
loppable. 

Tel est donc le cas de la surface cherchée, puisque u et oj sont les déri- 
vées de oc, considéré comme fonction de a et de t. Si par l'origine des coor- 
données nous menons les différents plans dont les directions satisfont à 
l'équation (54), plans dont l'équation générale est 

(55) œ = i^ia-\- [^(1) — ^(co)] t, 

ces plans enveloppent un certain cône G dont l'équation s'obtient en élimi- 
nant to entre l'équation précédente et sa dérivée 

(55') a — ^x'W = 0. 

Les génératrices de la développable II sont parallèles aux génératrices 
de G. Ces génératrices étant les tangentes de l'arête de rebrousssement, on 
voit que l'indicatrice sphérique de celle-ci est connue. 

184. — En prenant pour ordonnées, non plus les valeurs de oo, mais 
les vitesses ou les dilatations, (les coordonnées horizontales étant toujours 
a ei t), on aurait pour représenter le mouvement non plus une dévelop- 
pable, mais une surface réglée avec génératrices horizontales, puisque^ sur 
chaque onde, la vitesse et la dilatation sont constantes. 

(') Jordan, Cours d'Analyse^ 2^ édition, tome I, p. 476 ; Goursat, Cours d'Analyse 
tome I, p. 524. 
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185. — Les conclusions précédentes subsisteront pour tout mouvement 
compatible avec le premier, si la caractéristique de raccordement est de 
même système que T. 

Elles subsisteront donc s'il se produit des discontinuités quelconques 
(du second ordre au moins) dans le niouvement du piston (^ = 0. Elles ne 
seront modifiées, comme nous l'avons dit plus haut, qu'à partir du moment 
oii on rencontrera un onde se propageant en sens inverse. 

On arriverait encore à des résultats analogues si, dans Fétat primitif du 
fluide, les molécules, au lieu d'être en repos, étaient animées de mouvements 
uniformes donnés par l'équation 



(56) 



?t, 



a et p étant des constantes (mouvement qui satisfait évidemment à l'équa- 
lion (8)). 

Plus généralement le mode de raisonnement que nous venons d'employer 
s'appliquera à toute équation de la forme (17) dans laquelle une des familles 
de caractéristiques admet une combinaison intégrable c?F, lorsqu'on cher- 
chera les surfaces intégrales se raccordant, suivant une caractéristique de 
Vautre système^ avec une surface satisfaisant à l'équation F = const. 

186. — Si on essayait d'appliquer aux développables S que nous venons 
d'obtenir la transformation de Legendre utilisée précédemment, on n'abou- 
tirait pas à des surfaces. Une surface développable a, en effet, pour polaire 
réciproque non pas une surface, mais une ligne, chaque point de cette ligne 
correspondant à une infinité de points de la développable, savoir tous ceux 
qui sont sur la même génératrice. L'équation (54) montre que cette ligne 
correspond dans le plan des ? vj à la droite ç := xC'')* ^^ous avons là un 
exemple évident des intégrales dégénérées auxquelles nous avons fait allu- 
sion précédemment (n° 163). 



\HHm — Les développables 2 sont les seules surfaces développables qui 
satisfassent à l'équation (8). Si, en effet, on suppose que l'on ait 






on en déduira, en difîérentiant successivement par rapport à ^ et à ^, 



-/2 = ^^, f (^)' 



U'' 



haU ' 



baU ô« 



2 /"H 
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A/y» ^OG 

et l'équation (8) ne pourra être vérifiée (sauf pour r- et — constants) que 

I 88. — Il nous reste maintenant à déterminer complètement le mou- 
vement dont nous venons de trouver les propriétés générales, en supposant 
donné le mouvement du piston. 

II suffit à cet effet de reprendre le mode de représentation employé aux 
ijos I 4(j et suivants {fig, 10). Le mouvement du piston nous fera con- 
naître la section a p [fig. 10) de la surface cherchée, par le plan nommé 
plus haut 0. En chaque point de cette section, la développable admettra un 
plan tangent qui devra : 1° Contenir la tangente à cette courbe; 2" Satis- 
faire à l'équation (54) ou, si l'on préfère, être parallèle à un plan tangent 
du cône G. Ce plan tangent sera donc connu. Quant à la génératrice de 
contact, elle sera parallèle à la génératrice correspondante du cône C. Le 
lieu de ces génératrices sera la surface cherchée. 

Chacune des génératrices représente, comme on le voit, la propagation 
du mouvement donné au piston à l'instant correspondant à son point 
d'origine. 

189. — Analytiquement parlant, soit 

(57) X, = f{Q 

l'équation qui fait connaître l'abscisse oo^ du piston en fonction du temps t^^ 
On aura pour la vitesse de ce même piston_, la valeur u^ = f {t^). La rela- 
tion (54) donne dès lors la valeur co^ de w au voisinage immédiat de ce 
piston. Par exemple, si la loi de détente est la loi de Poisson, w^aura, 
d'après la formule (43), l'expression 

2 
/i-o\ (k (^ — i)u\ m^ 

(58) „^ = ^i+^_^J_j 

X étant toujours la vitesse du son dans l'état initial. 

Le mouvement communiqué au piston à cet instant t se propage avec la 
vitessse /J (wq). Au temps t > i^o) i^ ®st parvenu au point dont l'abscisse 
initiale est 

(59) a = ^'(,.j(i_g = ((„._ ^)^^ 

et auquel il communique à cet instant la vitesse u^^. 

Hadamard i% 
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Nous supposons ici que ce point a été successivement atteint par les 
ondes nées aux différents instants antérieurs à t^^ ; son abscisse actuelle sera 
donc évidemnaent 

x = a -^ I u^ (t'o) di 

où, sous le signe I , t désigne une fonction de t\ définie par l'équation 
(59), soit 

t-= t. — a ^7—5 • 
Remplaçant t par cette expression, et, par conséquent dt par 

il vient 



x^= a -\- 




u, {t',) dt', — a ti,d (^^^^^ 



ou (puisque / u^dt, = œ, et en tenant compte de (59)) 
/ du \ 

Xq, Wq, ^^q étant les fonctions de i^^, dont nous venons d'indiquer le calcul. 
L'élimination de t, entre les équations (59), (60) donne le résultat cherché. 

190. — On peut encore imaginer qu'au lieu du mouvement du piston, 
on donne, pour chaque valeur du temps, la pression extérieure que ce 
piston supporte. Il est clair que les calculs qui précèdent ne seront pas 
essentiellement modifiés. Au lieu de Uq, c'est w^ qu'on calculera tou 
d'abord par la résolution de l'équation (2'). On aura alors w^^ = ^ (1) — y (^0)^, 
puis Xq par une quadrature : après quoi, il ne restera plus qu'à écrire les 
formules (59), (60). 
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191. — Grâce à l'intervention des ondes de discontinuité, nous avons 
pu, le gaz étant animé d'un mouvement donné à un instant donné, cons- 
tater l'existence, aux instants immédiatement suivants^ d'un mouvement 
satisfaisant tant aux équations internes qu'aux conditions aux limites. 
Avons-nous le droit d'en conclure que les discontinuités étudiées jusqu'ici 
permettent, à elles seules, d'assurer l'existence du mouvement pour toute 
valeur ultérieure du temps ? Une telle affîrmalion ne serait nullement 
légitime. 

Il suffît, pour s'en rendre compte, de se placer de nouveau dans le cas 
simple de la vitesse de propagation constante. Le gaz étant en repos 
pour t = 0, mettons en marche, à cet instant, le piston d'abscisse 0, dans 
le sens positif, c'est-à-dire de manière à comprimer le fluide. Dans nos 
hypothèses à un instant quelconque /, le mouvement ainsi créé s'étendra 
aux points dont les abscisses initiales sont comprises entre zéro et 6^, le 
reste de la masse restant en repos. 

Or, on peut évidemment, en accélérant convenablement le mouvement 
du piston, faire que son abscisse, à un certain instant ty soit supérieure 
à 6^. 

Il y a évidemment contradiction, les molécules voisines du piston 
devraient, à cet instant, coïncider avec certaines molécules encore en repos. 
Si nous voulons conserver nos hypothèses fondamentales d'impénétrabilité 
et de continuité (n°' 44-45), nous allons être obligés de faire intervenir 
des phénomènes distincts de ceux que nous avons décrits dans ce qui pré- 
cède. 

Il convient de remarquer que cette hypothèse d'une paroi se déplaçant 
avec une vitesse supérieure à celle des ondes n'est nullement théorique : 
elle se présente dans l'application la plus importante que l'on ait jusqu'ici 
songé à faire de la Dynamique des gaz, à savoir l'étude du mouvement des 
projectiles. On sait, en effet, que la vitesse de ceux-ci est plus grande que 
celle du son. 

193* — Toutefois, avant d'étudier les singularités qui doivent ainsi se 
produire lorsqu'on donne au piston un mouvement comprimant, nous 
devons en mentionner une qui se produit au contraire, dans le cas d'un 
mouvement décomprimant. 

Pour calculer la valeur de w, nous avons résolu, par rapport à cette 
quantité;, l'équation (54). 

Nous devons nous demander si cette résolution est possible. La dérivée 
du premier membre par rapport à w est toujours différente de zéro (elle est 
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égale à x^(w) = v 4^ (w)). u j)eut donc prendre toutes les valeurs négatives 
possibles, s'il tend vers — oo pour w ==: -|- oo , c'est-à-dire si l'intégrale 





est infinie. 

C'est ce qui a lieu pour la loi de Mariolte, la fonction x (w) étant alors 
logarithmique. 

Mais il en est autrement dans le cas de la loi de Poisson. Pour celle-ci, la 
formule (43) donne 

x(i) — z(^) = — --zn* 

Lorsque le piston arrivera à prendre une vitesse négative et qui (en va- 
leur absolue) soit, avec la vitesse du son correspondant à l'état initial, dans 

2 
le rapport j le fluide cessera de le suivre : entre eux un vide se pro- 
duira, tout comme si on avait affaire à un liquide. La seule différence est 
que les dernières couches de gaz seront inBniment dilatées (puisque to sera 
devenu infini (^)), au lieu que, pour un liquide même un peu compressible, 
la séparation aurait lieu à partir d'une certaine valeur finie de co. 

Tant que la vitesse du piston n'atteindra pas la valeur négative — — - — i 

son mouvement produira, au contraire, à chaque instant, dans les couches 
voisines^ un état déterminé, qui se propagera comme nous Tavons dit, au 
moins pendant un certain temps, jusqu'à ce que se produisent les singu- 
larités dont il nous reste à parler. 



§ 3. — LE PHENOMENE DE RIEMANN-HUGOiNlOT 



193. — Si, comme nous l'avions supposé un instant tout à Theure, le 
mouvement obéit à l'équation (8') il est aisé de voir que la singularité dont 



(1) Nous, nous plaçons, bien entendu, dans Thypothèse toute théorique où le fluide 
garderait ses propriétés jusqu'au zéro absolu, que cette détente indéfinie permettrait 
d'atteindre. 
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l'existence nousesl apparue comme nécessaire au n° 191 apparaîtra (et cela 
pour Ja première fois) au moment où une compression infiniment grande 
se produira, co devenant nul. 

En effet, le fluide étant supposé primitivement en repos, un mouvement 
qui s'y propagera dans le sens positif (à partir de l'instant t = 0) aura 
pour équation. 

(61) x=:a -\- f(U — a) {à < 6^) 

avec f{0) =: /' (0) = 0. La fonction /"sera donnée par la relation 

m) = œ,, 

^Q représentant encore l'espace parcouru par le piston. Si cette quantité ^^ 
est une fonction dérivable du temps^ x sera une fonction dérivable de a et 
de t. Dans tous les cas, d'ailleurs, à chaque système de valeurs de a et de ^ 
correspond une seule valeur de x. Pour qu'inversement, à un système de 
valeurs de ^ et de j^ corresponde une seule valeur de a, il faut et il suffit 

que la dérivée co= — ne change pas de signe. Si cette condition cesse d'être 

remplie, ce sera à partir du moment oùco s'annulera. 

Comme les valeurs de w se propagent à partir de l'extrémité a = 0^ ce 
phénomène se produit tout d'abord au contact du piston. 

194. — Nous allons voir avec Riemann et Hugoniot qu'il en est tout 
autrement lorsque la fonction 6 (w) ne se réduit plus à une constante et, 
en particulier, dans le cas de la loi de Poisson. 

Dans ce cas, en effet, co ne peut devenir nul que lorsque la vitesse devient 
infinie. Mais, d'autre part, au lieu du cylindre défini par l'équation (61), 
nous aurons une surface développable dont l'arête de rebroussement sera 
située à distance finie, (du moins tant que la vitesse du piston ne sera pas 
constante). 

Dès lors 07, considéré comme fonction de a (t étant regardé comme cons- 

tant) peut présenter deux sortes de singularités : 1° celles pour lesquelles — 

est nul, analogues par conséquent à celles dont nous venons de parler ; 
2° celles qui correspondent à Tarète de rebroussement de la surface. 

C'est ce que l'on peut vérifier directement par l'étude de la dérivée -— • 
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Si, en effet, on différencie les formules (59), (60) pour t constant, on 
trouve 

da = [(i - U) x"(a)„) ^ ~ 7.'(«,)] dt, 
_ \{t — t„) x" (w„) du, , , ^1 

dx = C0„ ^(« — «„) x" (w„) ■—» — x'((o„)J c^i 

~ 4 x'K) rf^„^^-^"»^J 



(62) 



C^^Q. 



Eliminant dt^^^ on aura la valeur de — par le quotient des dérivées 

(ji'lC (JjCL 

riT ' 77"^ ' ^^ moins tant que la première de ces quantités ne s'annulera pas. 

Par conséquent, sauf le cas de w =:^ 0, de w = oo lequel, comme nous le 
savons, ne peut se produire qu'au contact du piston, il ne peut y avoir 

d'autres singularités que celles pour lesquelles -jr s'annule et par consé- 
quent aussi ~77-. Gomme on sait, ceci caractérise un point de rebrousse- 

ment de la courbe décrite par le point (a, x) lorsque t^ varie. Les dérivées 
premières de x par rapport à a et à ^ restent alors continues, mais les dé- 
rivées secondes deviennent infinies. 

Ici, d'après les formules (62), ce point de rebroussement est donné par 
l'équation 

(63) (,_gZ>^|'. + ,'(.j^o. 

195. — L'interprétation physique de cette circonstance est d'ailleurs 
simple. Il suffit de nous rappeler que chaque génératrice de notre déve- 
loppable représente la propagation, avec la vitesse /^(w), d'un mouvement 
déterminé, caractérisé par un système de valeurs déterminé de u et de w. 
Un point de l'arête de rebroussement de notre surface correspond à la ren- 
contre de deux génératrices extrêmement voisines, par conséquent, à la 
rencontre de deux ondes consécutives, la seconde rattrapant la première. 

196. — Si, au lieu de la surface représentative des déplacements, on 
considérait celle qui figure, en fonction de a et de #, les dilatations, ou celle 
(jui figure les vitesses^ les deux ondes consécutives dont nous venons de 
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parler correspondraient, sur Tune quelconque de ces deux surfaces, à deux 
génératrices ayant mêmes projections horizontales que celles de ladévebp- 
pable. Ces nouvelles génératrices ne se rencontreraient d'ailleurs plus dans 
l'espace, et le point de rencontre de leurs projections horizontales serait 
simplement le pied de leur perpendiculaire commune, de sorte que l'arêle 
de rebroussement de notre développable correspond à la ligne de striction 
de la surface des dilatations ou de celle des vitesses, ces surfaces ayant, en 
chaque point de cette ligne, un plan tangent vertical. 

iOT. — Les surfaces ainsi construites permettent de se figurer d'une 
manière simple le phénomène qui nous occupe, en considérant leurs sec- 
tions par les plans t= const. Cha- 
que point [i [flg. 12, 13) d'une 
telle section appartient en etïet, à 
une certaine génératrice, corres- 
pondant à une onde déterminée, 
et nous savons que ces différentes 
ondes se déplacent avec des vitesses 
inégales, suivant qu'elles sont plus 
ou moins comprimées, rar con- ^ o* 

séquent, pendant un temps donné t' — ^, elles auront décrit des chemins 
inégaux, et la courbe de section, lieu du point [x, se sera déformée. Si les 
ondes d'avant sont celles qui se propagent le plus rapidement, les distances 

horizontales auront augmenté 
et la courbe se sera étalée dans 
le sens horizontal {flg, 12). 
Mais, dans le cas opposé, 
{fig. 13) la courbe tend au 
contraire à se redresser et rien 
n'empêche qu'à un certain ins- 
tant T, une de ses tangentes ne 
devienne verticale. Si l'on sui- 
vait la même déformation aux 
instants suivants i\ on verrait 




r 



'f\ 



f - 



Fig. 13 



l'inclinaison de cette tangente sur la verticale changer de sens et les diffé- 
rentes parties de la courbe se dépasser les unes les autres, absolument 
comme il arrive dans une vague qui déferle, 

198« — Dans le cas de la loi de Poisson ou de celle de Mariotte, les 
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ondes les plus comprimées sont celles qui se propagent le plus vite : autre- 
ment dit, la vitesse /J (w) est une fonction décroissante de w. Nous nous 
placerons donc dans l'hypothèse où cette condition est vérifiée (^). Alors 

1 

comme — est croissant avec u^, il faudra que celte dernière quanlité soit 

croissante avec le temps ; — autrement dit, que le piston ait une accéléra- 
tion posi if û^e — pour qu'une onde puisse en rattraper une autre née anté- 
rieurement à elle. 

Si donc on donne au piston un mouvement à accélération --rf négative 

(autrement dit, dirigée dans le sens de la décompression), les ondes ainsi 
engendrées ne se rattraperont point. De fait, la formule (63) où l'on a 
X'(w) <. montre que le point de contact de la génératrice de notre dé- 
veloppable avec l'arête de rebroussement correspond à une valeur négative 
de ^ — t^^ QÏ^ par conséquent, aussi de a. La surface représentative du 
mouvement n'offrira aucune singularité, et donnera bien Téquation d'un 
mouvement physiquement possible (du moins tant que n'interviendra pas 
le phénomène signalé au n° l^H). 

199. — Supposons, au contraire, que l'accélération -%- ^ soit, à un ins- 
tant quelconque, positive. Alors, l'onde née à cet instant rattrapera l'onde 
immédiatement antérieure, à un instant t donné par l'équation (63), soit 

Le temps nécessaire pour que la rencontre des ondes consécutives se 
produise est, comme on le voit, pour une même valeur de la vitesse, d'au- 
tant plus considérable que l'accélération du piston est plus petite. Dans le 
cas, précédemment examiné, où l'on aurait affaire à des mouvements infi- 
niment petits, cette rencontre serait indéfiniment éloignée. 

Si l'accélération était celle qui est due à la pesanteur, le gaz étant primi- 
tivement à la température 0^ et à la pression atmosphérique normale, la 
quantité ;(^(a)Q) serait initialement, c'est-à-dire pour(cL)Q = 1) égale à la vi- 



(1) On peut remarquer que Thypothèse opposée X"(^) /" ^ "^' pourrait être véri- 
fiée, ou du moins ne pourrait Fêtre constamment, sans quoi iJ serait, à partir d'un 
certain moment, inférieur à une expression de la forme (3'), ce dont nous avons 
montré l'impossibilité au n» 144. 
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tesse du son soit, pour Tair, 330 mètres environ par seconde. ^,-^-^^ aurait la 

fï? \ 1 'I w -4— 1 dt \ • 

valeur —---. — = ~ — . En prenant -7-- == - , on trouverait que 

Jj (jO(y à ^ cIUq g 

la première onde ne serait rattrapée par les suivantes qu'au bout d'environ 
28 secondes, temps pendant lequel elle aurait parcouru un peu plus de 
9 kilomètres. 

Au contraire, dans le cas où le gaz serait comprimé par une explosion, 
comme dans les expériences de M. VieiUe dont nous parlerons tout à 
l'heure, les ondes se rattraperaient dans l'intervalle de quelques centi- 
mètres. 

En tout cas, ce qui est certain, c'est que, cette fois, la singularité ne 
saurait, comme dans l'hypothèse traitée au n'^ 193, se produire au contact 
du piston. La valeur de if — t^ est toujours différente de : c'est dans la 
masse même du gaz que les ondes se rencontreront. 

!^00. — Nous avons vu que la compression ne pouvait, dans l'hypo- 
thèse actuelle, devenir indéfinie. Il est, par contre, aisé de voir qu'on peut 
lui faire atteindre une valeur aussi élevée qu'on veut avant que le phéno- 
mène dont il s'agit se présente. 

Cherchons, en effet, la condition pour que ce phénomène n'ait pas lieu 
avant l'époque T. Le temps t donné par la formule (63) devra être infé- 
rieur à T, soit 

Or, cette inégalité exprime que le produit A = (T — 1^) x'(^o) ^^^ ^^" 
croissant (^) On peut toujours faire croître la compression assez lentement 
pour qu'il en soit ainsi. Cette condition est même compatible avec celle-ci 
que o)o ait, à l'instant T, une valeur donnée arbitrairement petite. En effet, 
7/(^0) ^^^ ^S^^ ^ ^^ dérivée changée de signe du produit dont nous venons 
de parler par rapport a t, pour t ^=^1, dérivée à laquelle on peut assigner, 
sans que A cesse d'être décroissant, une valeur (négative) arbitraire. 

Cette valeur peut même être nulle, de sorte que l'on pourrait arriver à 
une compression indéfinie, si l'on pouvait augmenter indéfiniment la 
vitesse du piston suivant une loi convenable. 



(1) Ceci est, au reste, évident a priori d'après l'équation (59), puisque nous 
avons à exprimer qu'une onde quelconque est, à l'instant T, en arrière de celles qui 
sont nées immédiatement avant elle 
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^01* — Nous venons de supposer le produit A (oujours décroissant. 
Uu'arriverait-il si l'on réglait, au contraire, le nnouvernent du piston de 
nianière à ce que ce produit conserve une valeur constante ? 

Dans ces conditions, toutes les ondes se rattraperaient à l'époque T. Au- 
trement dit, toutes les génératrices de notre développable se rencontreraient 
en un même point. 

Cette développable se réduirait donc à un cône, cône évidemment égal 
au cône G considéré au n° 183. La trace d'un tel cône sur le plan a = 
fournirait ainsi le mouvement qu'il conviendrait de donner au piston pour 
que A soit constant. 

L'équation (59) montre que la valeur constante de A n'est autre que 
l'abcisse du sommet du cône, c'est-à-dire du point de rencontre commun 
des ondes. 

S03* — On ne peut d'ailleurs continuer ce mouvement du piston jus- 
qu'au temps Iq =z T, puisqu'alors la densité et, par suite, la vitesse devien- 
draient infinies. 

Supposons qu'on le continue jusqu'à un instant /i, — pour lequel Uç^ 
aura une certaine valeur u^ et w^ une certaine valeur w^ — , et qu'ensuite 
on diminue l'accélération de manière que l'onde née à Finstant t.^ ne soit 
plus rattrapée par les suivantes avant l'époque T (par exemple, qu'on rende 
le mouvement uniforme pour ^ > ^i). Alors, pour a infiniment voisin de 
{t — '^i)x'(^i) "^Jf^^is inférieur à cette quantité, la vitesse ii serait sensible- 
ment égale hii^ et la dilatation à w^. En particulier, pour t =^ T, ces valeurs 
de u et de w conviendraient au point a =; A — £, s étant un nombre posi- 
tif infiniment petit. 

Or, pour ^ = T, a = A -{- £, on a t^ = 0, 03 = 1 . 

Donc, pour i( = T, a = A, la vitesse et la densité chang^eraient brusque- 
ment : 071 serait en présence d^ une discontinuité du premier ordre et non 
plus du second. 

*^03« — A partir de la rencontre des ondes consécutives, les équations 
(59) et (60) cessent de donner un mouvement physiquement acceptable. 

C'est ce que mettent déjà en évidence la surface des vitesses et celle des 
dilatations puisque la section d'une de ces surfaces par le plan i( = T a une 
tangente verticale {fig, 13) et que, pour r= T -t- S ^^ signe du coefficient 
ang^ulaire de la tangente change en certains points, de sorte que cette 
courbe est coupée en plusieurs points par une ordonnée convenablement 
choisie. On serait dès lors conduit, pour une même particule et un même 
instant, à plusieurs valeurs de la vitesse. 
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S04. — Pour reconnaître le même fait à Taide de la développable repré- 
sentative du mouvement, rappelons-nous qu'une développable est partagée 
par son arête de rebroussement en deux nappes et qu'une génératrice quel- 
conque passe d'une nappe à l'autre au moment où elle touche celte arête 
de rebroussement. 

Dans ia développable considérée actuellement, si T est Tinstant ou la 
génératrice Gq correspondant à l'onde initiale touche l'arête de rebrousse- 
ment (en admettant, pour fixer les idées, qu'elle attei- 
gne cette arête pour ^positif et soit, d'autre part, la 
première à l'atteindre), toute la portion correspondant 
à ^ << T appartiendra à une première nappe. La 
section par le plan t =:=^T — £ sera une certaine courbe 
venant se raccorder, eu un point de G^, avec la ligne 
droite, section du plan ce = a [fig. 14). ° ^ 

Pour ^ rrr T H- £, d'après ce que nous venons de dire, la génératrice G^ 
sera passée surja seconde nappe de la surface. Donc, la section de cette 
dernière par le plan t — - T -4- £ ne viendra se raccorder avec la droite x ^= a 
qu'après avoir franchi l'arête de rebroussement. 

Pour une telle valeur de t^ userait représenté en 
fonction de a par une ligne ayant, non plus la forme 
représentée {fig, 14), mais celle qui est représentée 
dans la figure 14 ^^^ et qui détermine avec la droites = a 





un petit triangle mi.xtiligne. Ceci est physiquement 
^* '^ absurde, puisque toutes les ordonnées qui traverse- 
raient ce triangle donneraient trois valeurs de x pour une valeur de a. 

S05. — Un nouveau problème se pose donc à nous, la recherche de la 
singularité qui prendra naissance à partir de Tinstant T. Dans le cas par- 
ticulier considéré tout à l'heure (n° !^0S), cette singularité était une dis- 
continuité du premier ordre. Nous sommes donc conduits à nous demander 
s'il n'en serait pas de même dans le cas général. 

A cet effet, il faut d'abord étudier les conditions de propagation d'une 
telle discontinuité. 

Cette étude ne saurait se faire, comme celle des discontinuités du second 
ordre, à l'aide de l'équation (8) du mouvement : car les raisonnements qui 
conduisent à celle équation supposent la vitesse continue. Il semble même, 
au premier abord, que les principes généraux de la Dynamique impliquent 
une telle 4i*eontinuité, et même l'existence de l'accélération, puisque c'est 
celle-ci qui fait connaître la force. iNous allons voir cependant que, conve- 
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riablement appliqués, ces principes permettent de rendre compte du phéno- 
mène dont il nous reste à traiter. 

Le fluide étant toujours rapporté à un état initial homogène, soient î/^ji/^ 
les deux valeurs de u départ et d'autre de la discontinuité; to^, w^, celles de 
la dilatation ; pi, p^, celles de la pression ; G, la vitesse de propagation 
(comptée sur notre état initiai). Nous aurons d'abord la condition cinéma- 
tique 

(64) U^ U^~^ ^ (CO^ — tOg) r=: 0. 

Pour écrire maintenant la relation dynamique qui existe entre les forces 
agissantes et le mouvement, considérons deux positions consécutives 
A A^ B B^ occupées aux instants t Çii t -^ dt par la tranche de discontinuité 
et dont la distance est, par conséquent, sur l'état initial, mesurée par ^dt. 
Nous allons appliquer au petit volume fluide A A', B B^ dont la masse est 
^^'è^dtj en désignant par S la section du tube, et qui (en supposant pour 
fixer les idées 6 positif) passe de l'état [ii^, p^^ w^) à l'état (w^, p^, w J, l'équa- 
tion fondamentale de la dynamique, en écrivant que la variation de sa 
quantité de mouvement, pendant le temps dt, est égale à l'impulsion totale, 
pendant le même temps, des forces qui agissent sur lui. Celles-ci sont, 
d'une part (s'il y a lieu) les forces appliquées aux éléments de masse et 
dont l'impulsion sera de Tordre de dt^-' (puisque la force elle-même et la 
durée de son action contiendront toutes deux dt en facteur) ; d'autre part, 
les pressions sur les deux surfaces A A^, BB', dont les impulsions respec- 
tives seront j9j 'èdt, — 'p^ Sdt. 

La vitesse de la portion de fluide envisagée, passant, pendant le temps 
dt, de u^ h u^^ il vient (en divisant par Sdt) 

(65) ;^i — P2 = Po ^ (^1 — ^h)' 

Comme on le voit, le fait qu'une force finie (la différence de pression de 
part et d'autre de la discontinuité) produit, non une accélération, mais un 
changement brusque de vitesse^ s'explique d'une façon toute naturelle ; il 
tient à ce que, grâce à la propagation de la discontinuité, là force en ques- 
tion n'est pas appliquée, comme il arrive d'ordinaire, à une masse de gran- 
deur déterminée, mais à une masse infiniment petite avec le temps pendant 
lequel on la considère. 

2^00. — Après avoir écrit les deux équations (64), (65), Riemann en 
obtient une troisième en exprimant que le changement de densité dans une 
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tranche traversée par la discontinuité se fait sans dégagement ni absorption 
de chaleur et est gouverné par la loi de Poisson, soit 

(66) p, 0)7 = v^ ^?. 

égalité qui, au reste, est vérifiée d'elle-même si le gaz, parti d'un état par- 
faitement homogène, est arrivé à son état actuel par des transformations 
satisfaisant toutes à la loi de Poisson. 

Par conséquent, si deux régions contiguës du fluide sont en discontinuité 
du premier ordre, il faut, pour qu'il y ait compatibilité, l'équalion (66) et 
l'équation 

(67) {u, — u^^ = - (^^ — p^) (co^ _ ^,) 

Po 

obtenue en éliminant 6 entre (64) et (65). 

HWSm — Si ces conditions sont remplies, la discontinuité se propagera 
avec une vitesse 6, solution commune des équations (64) et (65). On peu| 
exprimer celte vitesse en fonction des pressions et des densités, de manière 
à obtenir une expression analogue à (24). L'élimination de ii>^ — u^ donne 

/gg'j 6 1= 1 / ^1 ~~ ^2 ^ 

^ ^ V Po(^2 — ^l)' 

On voit que, contrairement à ce qui arrivait pour l'expression (24), la 
vitesse dépend ici des deux pressions et des deux densités. Si l'on considère p 
comme l'ordonnée d'un point dont l'abscisse est w, les couples de valeurs 
(^i?i^i) ^^ (^1' P2) correspondront à deux points situés, d'après (66), sur 
une même courbe de la forme 

1 

La quantité sous le radical, dans la formule (68), est, au facteur — - 

Po 
près, le coefficient angulaire de la droite qui joint ces deux points. 

La quantité analogue qui intervenait dans la formule (24) correspond de 
même au coefficient angulaire de la tangente à la courbe (2'). Lorsque la 
discontinuité est infiniment petite (p^ très voisin de Pg) ^^ vitesse 6 est, 
comme il était naturel de s'y attendre, sensiblement égale à celle qui cor- 
respond à une discontinuité du second ordre. Mais il en est autrement sipg 
est notablement différent de^^ et, en particulier, pour un système de va- 
leurs déterminé dep^ et w^, G peut prendre des valeurs aussi grandes qu'on 
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veut pour p^ suffisamment grand. Ainsi la marche de Tonde n'est plus 
ûgurée par une caractéristique, mais par une ligne de direction quelconque. 

508. — L'influence ainsi exercée par une discontinuité du premier 
ordre sur la vitesse de propagation apparaît clairement dans les expériences 
de M. Vieille {'). 

Ces ex})ériences ont consisté à provoquer, soit par la détonation d'une 
petite quantité d'explosif, soit par la rupture (sous l'influence d'une forte 
pression d'air) d'ampoules de verre ou de diaphragmes de collodion, un 
ébranlement assez énergique dont on enregistre la marche dans un tube 
bien cylindrique et parfaitement clos. 

Si l'onde ainsi produite était du second ordre, il résulte des considéra- 
tions précédentes que sa vitesse de propagation serait rigoureusement indé- 
pendante de la nature du mouvement propagé, et égale à la vitesse du son 
dans le milieu primitif (330 mètres par seconde, environ). 

Or, en élevant suffisamment la pression, M. Vieille a pu obtenir des 
vitesses de propagation supérieures à 1200 mètres. 

On voit que ce seul fait suffit à mettre en évidence l'existence d'une 
discontinuité du premier ordre et à montrer qu'elle modiûe la vitesse de 
propagation. 

D'autre part, si. l'on inscrit, à l'aide d'appareils appropriés, la loi de 
variation des pressions en un point, on constate qu'à une certaine distance 
du lieu de l'explosion, la pression atteint immédiatement sa valeur maxima, 
tandis que, dans certaines expériences au moins, le même fait ne se met 
pas en évidence au voisinage immédiat du point de départ. Les tracés obte- 
nus montrent donc alors la discontinuité comme étant initialement du 
second et changeant de nature au cours de sa propagation. C'est le phéno- 
mène même que nous avons considéré dans ce qui précède. 

509. L'objection d'Hugoniot. — Les conclusions que nous venons 
d'obtenir ont été établies dans l'hypothèse où la loi de Poisson était appli- 
cable. 

Hugoniot a montré que cette hypothèse n'était plus légitime dans le cas 
des condensations ou dilatations brusques. 

Reportons-nous, en effet, à ce qui a été dit au n° 1^9 (ch. 111). En cet 
endroit, nous avons établi que l'expression de la quantité de chaleur déga- 



(1) G.-R. Ac. Se. 1898-1809; Mémorial des Poudres et Salpêtres, tofne 10, p. 177- 
260 ; 1900. 
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gée dans une condensation est la même, quel que soit Tétat de repos ou de 
mouvement du fluide. Mais le raisonnement que nous avons employé 
suppose essentiellement les vitesses continues : il repose sur une combinai- 
son des équations du mouvement, analogue à celle qui conduit au théorème 
des forces vives dans la dynamique des corps solides, et qui change de 
forme lorsque la vitesse varie brusquement. 

Pour voir quelle sera la véritable condition d'adiabaticilé, nous repren- 
drons l'équation qui exprime la conservation de l'énergie et que nous 
regarderons comme tout à fait générale, que les chaiigements de vitesse 
soient continus ou instantanés. Nous appliquerons cette équation, comme 
plus haut, au petit volume fluide compris entre les positions A A^ BB' du 
plan de discontinuité aux deux instants consécutifs ^ et ^ -+- cit. 

Le travail des forces agissant sur les éléments de masse est, comme pré- 
cédemm.ent, négligeable. Celui des pressions sera {p^u^ — i^2 ^^2) ^^^^' ^^ous 
écrirons donc que cette quantité est celle dont a varié, pendant l'intervalle 
de temps dt, la somme de la demi-force vive et de l'énergie interne. Le 
premier terme est facile à évaluer puisque la masse fluide, égale à So^O dt, 
a passé de la vitesse u^ à la vitesse u.^. 

Quand à l'énergie interne d'un gaz parfait, son expression est connue. 
En remarquant : 1° Qu'elle ne dépend que de la température seule ou, ce 
qui revient au même, du produit du volume par la pression ; 2® Que, si le 
gaz subit une détente adiabatique lente, la variation d'énergie est unique- 
ment mesurée par le travail de la pression extérieure, c'est-à-dire par pd^^ 
^ étant le volume, on trouve que celte énergie a pour valeur 

m — 1 m — 1 

L'équation cherchée est donc 

y} -^2 

Pi u, — P2 ^2 =^ ^"ZTT ^^' "^^ "~ ^2 ^2) -^ Po^ -t-^-- 2 . 

Il est toutefois nécessaire de lui donner une forme un peu différente, car 
elle semble^u premier abord contenir les deux vitesses ii^ et u^ et non 
point leur différence, laquelle doit seule intervenir pour que le résultat 
obtenu soit indépendant d'un mouvement de translation commun du 

système. C'est à quoi l'on arrive en multipliant l'équation (65) par —-^ — ^ 
et retranchant de l'équation précédente. Celle-ci devient 

(69) ^^ — '2 —^ — i^T^in (^i "^1 — ^2 ^2)- 
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La relation entre les deux pressions et les deux densités s'obtient en 
éliminant Ui — u^ entre (64) et (69), soit 

m ^'^^^'^\^^-''^^ = -4rj(p.^^.-p.^ù. 

210. — Telle est la relation qu'Hugoniot a substituée à (66) pour 
exprimer que la condensation ou dilatation brusque se fait sans absorption 
ni dégagement de chaleur. On lui donne actuellement le nom de loi adia- 
hatique dynamique, la relation (66), qui convient aux changements lents, 
étant désignée sous le nom de loi adiahatique statique» 

Lorsque p^ est très voisin de p^ et co^ de w^, toutes deux donnent 

A» Aw ^ 

V co 

Dans le cas contraire, il est aisé de voir dans quel sens ces deux relations 
diffèrent entre elles. Celle de Poisson donne 

Pi 
tandis que la valeur déduite de la formule (70) est 

[ni-^{)~J—-{m—\) 

(70') ^= ^ • 

^^ m H- 1 — (m — 1) ^ 

Soit r =z ~^. Les deux fonctions r^'^ et -7-^ — -, — ^ jr~- , ont respec- 

Wg fn ^ i — (^^n — 1) r' ^ 

tivement pour dérivées logarithmiques — et 

m -h 1 m — 1 



(m H- 1) r — (m — 1) m H- 1 — (m — 1) r 
~" 2r {m" -h 1) — (1 -h- r^) (m^ — 1) 

pour r voisin de 1, la seconde de ces deux fractions est plus grande que la 
première (^). Si donc, regardant p^ et w^ comme connus, on considère «2 



(1) En leur donnant le numérateur commun im^ la différence des dénominateurs 
est 

2r (m2 + 1) — (1 + r2) (m^ »-. 1) - 4r = — (1 — r)2 (m2 — 1). 
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comme une abscisse eip^ comme une ordonnée, les équations (66) et (70) 
représenteront deux courbes osculatrices en leur point commun et dont la 
seconde monte plus vite que la première : autrement dit, pour une même 
variation de la densité, la pression éprouve un plus grand changement 
d'après la loi d'Hugoniot que d'après celle de Poisson. 

Il y a plus : le rapport des pressions est nul ou infini dans la manière 
de voir d'Hugoniot sans qu'il en soit de même du rapport des densités, 
savoir, pour la valeur 



"2 



Le second membre de cette égalité est, nous Pavons vu, à peu près égal 
à six pour la valeur admise du coefficient m. Ainsi, dans une discontinuité 
où la densité varie du simple au sextuple, la pression devient nécessaire- 
ment nulle ou infinie. 

Quant à la vitesse de propagation, il est clair que si (outre pi et w^) on 
donne o:>^, elle sera plus grande d'après (70) que d'après (66), et que l'in- 
verse aura lieu si c'est p^ qui est donné. 

!^i !• — Après le passage de la discontinuité du premier ordre, le pro- 
duit pw"^ redeviendra constant en fonction du temps. Mais il est clair qu'en 
général ce produit aura une valeur différente pour chaque molécule : de 
sorte qu'ensuite l'équation aux dérivées partielles du mouvement n'aura 
plus la forme (8), mais bien la forme (6) (avec X = 0) et cela, même si 
le gaz était parfaitement homogène avant le passage de la discontinuité. 
A: sera une fonction de a dont on obtiendra l'expression en calculant ce 
qu'est la discontinuité au moment où elle atteint la molécule d'abscisse a. 

La forme de cette fonction dépend donc de toutes les circonstances anté- 
rieures du mouvement et, par conséquent, si Ton tient compte de l'objection 
d'Hugoniot, on voit qu'il n'existe aucune équation de la forme (8), ni 
même de la forme (6), qui soit vérifiée par tous les mouvements d'un gaz 
donné. Comme le remarque Hugoniot, pour obtenir une telle équation, il 
faut considérer k, dans l'équation (6), comme une fonction inconnue de a, 
et l'éliminer en différentiant par rapport à t. Ceci donne^ comme il est aisé 
de le voir, deux équations aux dérivées partielles du quatrième ordre (^). 



(1) Hugoniot, dans son Mémoire, obtient, comme résultat de cette élimination, une 
seule équation du troisième ordre. Il y a là une erreur, tenant à ce que Tauteiir 
suppose préalablement effectué un certain changement d'état initial, lequel suppose 
la connaissance de la fonction k. 

Hadamard 13 
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*Zl^, — Les expériences de M. Vieille paraissent confirmer les vues 
d'Hugoniot que nous venons d'exposer. Dans le seul cas où Ton ait pu 
enregistrer à la fois les différences de pression et les vitesses de propagation, 
les premières étaient d'environ 3 atmosphères, les secondes de 601 à 609 
mètres par seconde, valeur à peine différente de celle de 600 mètres qui 
correspond à la loi d'Hugoniot. La loi de Poisson donnerait une vitesse un 
peu plus faible (environ 14 mètres de moins). 

La divergence entre les deux hypothèses devient plus accusée lorsqu'on 
passe à des discontinuités plus intenses, comme celle que produit le mou- 
vement des projectiles d'artillerie. Ceux-ci sont lancés avec des vitesses 
telles que 800 à 1200 mètres. Us sont précédés d'une onde aérienne qui, 
du moins dans sa partie frontale, est du premier ordre, sensiblement 
plane et se propage avec la même vitesse qu'eux. Or, quoique le 
mouvement de l'air soit évidemment assez différent, de ceux que nous 
éludions dans le précédent Chapitre (^), il existe une remarquable concor- 
dance entre les résistances éprouvées par le projectile et les différences de 
pression correspondant aux valeurs observées de la vitesse. Ainsi on trouve, 
par exemple, une résistance mesurée de 15 kilogrammes par centimètre 
carré pour une vitesse de 1200 mètres, laquelle correspondrait, dans la 
théorie d'Hugoniot, h p^ — Pi = 15*'§,64. La loi de Poisson exigerait, au 
contraire, une surpression de 17^^,24 (*^). 

!^1 8. — Considérons maintenant une discontinuité du premier ordre 
quelconque, l'état du gaz étant caractérisé à gauche de cette discontinuité 
par les quantités pi^ wj, u^ et à droite par les quantités p^, Wg, u^. 

En général, il n'y aura pas compatibilité : un nouveau mouvement 
prendra donc naissance et il y a lieu de rechercher les valeurs de ^, ic et w 
correspondantes. C'est ce que nous allons faire en nous plaçant successive- 
ment dans l'hypothèse de Riemann (celle où la loi de Poisson reste exacte) 
et dans celle d'Hugoniot. 

Nous supposerons d'ailleurs, dans le premier cas, que l'état considéré 
provienne d'un état antérieur parfaitement homogène, et que, par consé- 
quent, on ait, pour tous les états envisagés, l'équation (2'). 

En considérant encore une fois w et p comme des coordonnées, cette 

(1) Il est clair, d'une part, qu'il y a écoulement latéral, d'autre part, que la résis- 
tance n*est pas la différence entre la pression à la tête du projectile et la pression 
atmosphérique ordinaire, mais entre la pression de tête et la pression à l'arrière, 
laquelle e&\, plus petite que la pression atmosphérique. Comparer plus loin, n» îîïîî. 

(2) Vieille, Mém. Pond. Salp.^ loc, cit., p. 255. 



Hosted by 



Google 



MOUVEMEiNT REGTl LIGNE DES GAZ 



d95 



équation représente une courbe dont font partie les deux points (w^, p^, 
(^2> VÙ ^t sur laquelle devra également se trouver le point (to,jp) corres- 
pondant à l'état inconnu qui s'établira dans la tranche intermédiaire. De 
plus, si u désigne la vitesse dans cette tranche, on devra avoir 



(71) 



I u — u^ = t/ 



[p- 


- Pi) (t»! — 


U>) 


Po 


ip- 


- Ps) («2 — 


co) 



Po 



\/p. 



et, par conséquent, en éliminant u 

(72) a = u,-^u^=: V/P", 

Pj et P2 désignant respectivement les quantités qui figurent sous les radi- 
caux des deux formules (71). 

Mise sous forme entière, l'équation précédente peut s'écrire sous l'une 
des formes équivalentes 

..o^ i4^^P, = (P,~P,-ha7 

^ ^ /4a2P,=:(P, — P^ — a^)^ 

où a désigne u^ — u^^. Dans le système de coordonnées adopté elle repré- 
sente une conique inscrite au rectangle A^ A^ B^ 63 {flg. 15) qui a pour 
sommets opposés les deux points A^, Ag 
et dont les côtés sont parallèles aux 
axes. La corde G^ D^ qui joint les points 
de contact avec les côtés A^ Bg, A^ B2 



a pour équation P^ — P2 



0, 



et la corde analogue Gg D2 {flg. 15), 
Pi — P2 — «2 __ Q^ pendant que 
P^ — P^ =0 représente la diagonale 
BiB2. 



.|ai 


Di 




R^ 




C2 


Cif \ 


s^V'^ 


A. 


; Di 







Fig . 15 



1 



II est aisé de voir que, pour a^ compris entre et — (p^ — p^ (wg — oj^), 

Po 
la conique (73) est une ellipse et que, lorsque a^ dépasse cette limite 

1 

"~ (Pi — PÙ (^2 ~" ^i)> ^^^^ ^^^ ^^^ hyperbole ayant ses deux branches 

Po 

respectivement comprises dans les opposés par le sommet des angles A^ et 
A2 du rectangle. 

Dans les deux cas, cette conique coupera notre courbe (2') en deux 
points A', A" situés, l'un sur l'arc C^ Di, l'autre sur l'arc C2 Dg. 
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Mais pour que la soUilion correspondant à l'un des points A' ou A'^ soit 
acceptable, elle doit satisfaire à une condition d'inégalité que nous n'avons 
pas encore écrite. La tranche intermédiaire devant être contiguë à gauche 
avec le mouvement (/7j, w^, u^ et à droite avec le mouvement (pg, ^^, ii^, 
on doit évidemment avoir 

("74) e, < 0,. 

Les quantités G^ et G^ seront données par l'application de la formule (64) 

en fonction de it — t^^ et de t^ — u^, c'est à-dire de v P^ et de v Pg? les radi- 
caux ayant la même détermination que dans l'équation (72). 

On voit alors aisément que, des deux points A^ et A", il en est toujours 
un et un seul qui satisfait à l'inégalité (74) et qui, par conséquent fournit 
la solution du problème posé, solution dans laquelle le mouvement inter- 
médiaire se propage en sens contraires à l'intérieur des deux mouvements 
primitifs. 11 est clair, d'après ce qui précède, que la pression et la densité 
du nouvel état ainsi créé seront on non comprises respectivement entre les 
pressions et les densités primitives, suivant que la différence des vitesses 
données u^ et ic^ sera inférieure ou supérieure à la moyenne géométrique 

1 11 

entre p, — p^ et -- (w^ — co^) =- • 

Po P2 Pi 

!2i4* — Mais on peut présenter cette même discussion sous une forme 
à certains égards plus simple en donnant un nom aux seconds membres 
des équations (71). 

p^, 0)^ étant toujours censés représenter les coordonnées du point A^, 
et ^2' ^*^2 représentant de même les coordonnées d'un second point A2, con- 

venons de donner à l'expression i / - (Pi — p^ (^2 ■— w J (le radical étant 

pris avec le signe H-) le nom de distance hyperbolique des deux points 
Al, Ag et de la désigner par la notation A^ A^. 

Cette dislance hyperbolique ne sera d'ailleurs réelle, bien entendu que si 
les quantités w^, w^ ont un ordre de grandeur inverse de celui de p.^ et de 
^2- Mais c'est ce qui aura toujours lieu si les deux points considérés appar- 
tiennent à la courbe (2^). 

Gela posé, lorsque nous donnons deux états du fluide entre lesquels 
existe une discontinuité du premier ordre, ces deux états sont représentés 
par deux points A^, Ag de la courbe (2^) ; et l'état cherché, par un troisième 
point A de la même courbe. Les différences u — ic^, u — t^g auront alors 
pour valeurs absolues les distances hyperboliques "AA^, AAg. Si nous sup- 
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posons toujours G^ ■< 0, Q^^ 0,u sera extérieur à u^ et à ic^ ou compris 
entre ces deux quantités suivant que p sera compris entre pi eip^ ou leur 
sera extérieur. Dans le premier cas, la différence des deux vitesses données 
^^l et ti^ sera égale à la différence de AA^ et de AAg, lesquels sont tous deux 
inférieurs à A^A^. Dans le second, \u.^ — it^\ sera la somme des dis- 
tances AA^ et AAg, dont Tuneau moins est supérieure à A^ A^. 
Donc la première hypothèse correspond nécessairement à 



I ^1 — ^2 I < ^1 ^2 

et la seconde à 

I ^^i ~ ^2 1 > 'K^2' 

Inversement, d'ailleurs, sur le segment A^ Ag de la courbe (2'), la diffé- 
rence AA^ — A Ag prend évidemment une fois, et une seule, toute valeur^ 
positive ou négative, inférieure en valeur absolue à Ai Ag et, sur les arcs 
restants de celte courbe, la somme AA^ -h À A^ prend une fois, et une 
seule, toute valeur supérieure à A^ A^. 

La conique (73) est le lieu des points tels que la somme ou la différence 
de leurs distances hyperboliques à A^ et à A^ ait une valeur donnée : on 
peut dire qu'elle a A^ et A^pour/b^^rs hyperboliques . Elle se réduit aune 
droite double lorsque cette valeur donnée est nulle, ou lorsqu'elle est égale 
à la distance Àj^ Ag, absolument comme il arriverait si, au lieu de distances 
liyperbohques, on avait affaire à des distanaes ordinaires. 

Si la pression p est extérieure hp^ et h p^, nous savons par le n° 118 
qu'elle leur est nécessairement supérieure lorsque la discontinuité donnée 
est comprimante et qu'elle leur est inférieure lorsque cette discontinuité est 
dilatante. 

Dans le cas contraire, celui où p doit être compris entre ^i et p^, le choix 
entre les deux points d'intersection de la courbe (2') avec la conique (73) 
se fera très simplement si l'on remarque que, pour u^ — u^ >> 0, c'est-à- 
dire (n° 116) si la discontinuité est comprimante, le point A est plus près 
de celui des deux points A^, A^ qui correspond à la plus grande pression 
que de l'autre, c*est-à-dire que, pour p^ > p^, la distance hyperbolique 
AÂj est plus petite que la distance hyperbolique A Ag (car on a alors p<;p^^ 
P2 <ip 'i u — Ui = XAj, u — tc^ = AA^). Le contraire a lieu pour une 
discontinuité dilalante. 

Inversement, le point ainsi choisi satisfera bien à la condition 

u.^ — ti^ = ±: AA.i ± AA2, 
les signes étant précisément ceux qui correspondent à 6^ <; 0, 63 >> 0. 
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^^15. — Mais il faut noter que les points A' et A" peuvent fort bien ne pas 
être les seuls points d'intersection de la courbe (2') et de la conique (73). 
A' est bien le seul point de (2') situé sur l'arc Ci Di ; et, de même, le point A" 
est unique sur l'arc C^ Do. Mais rien ne prouve qu'il ne puisse exister sur les 
arcs restants de la conique d'autres points d'intersection correspondant à des 
vitesses 6^ et ô^ de même sens. Il est même clair que de tels points exis- 
teront si, par exemple, la conique (73) est très voisine de la droite Ai Ao. 

Au reste, il est évident a priori que des mouvements de cette espèce doi- 
vent se produire ; c'est ce qui arrivera lorsque deux discontinuités du pre- 
mier ordre marchant avec des vitesses différentes dans le même sens se 
rattrapent. 

Si, pour fixer les idées, on suppose que la conique (73) est une ellipse, il 
est clair que les points d'intersection ne pourront être que sur l'arc infé- 
rieur Cl D2 (fig. 15) situé au-dessous de la droite A' A", et non sur l'arc supé- 
rieur Di G2. 

Ces nouveaux points, s'ils existent, seront en nombre au moins égal à deux; 
on voit aisément, qu'ils correspondent à deux mouvements intermédiaires 
pour lesquels le sens commun des deux vitesses de propagation 0^ et 0._^ est 
le même, ainsi que Tordre de grandeur de ces deux vitesses (ceci tient à ce 
que les deux points représentatifs sont du même côté de la droite Ci C^). 
C'est donc, dans les deux cas, le même sommet de notre rectangle qui devra 
être considéré comme représentant l'état de la région de gauche. 

Les mêmes considérations s'appliqueraient si, au lieu de rechercher les 
états qui suivent immédiatement une discontinuité du premier ordre (sans 
compatibilité) donnée, on se proposait de déterminer les états immédiate- 
ment antérieurs. Seulement il est évident que ce serait alors la région de 
gauche qui devrait correspondre à la plus grande valeur algébrique de la 
vitesse de propagation. 

En particulier, si, comme nous supposions tout à l'heure, deux disconti- 
nuités marchant dans le même sens avec des vitesses différentes se rattra- 
pent, les deux discontinuités nouvelles qui naîtront à ce moment se propa- 
geront nécessairement en sens contraires. 

21^. — Nous venons de trouver un cas dans lequel, à un état donné 
(position et vitesses) du fluide à un certain instant correspondaient plusieurs 
mouvements possibles — au moins théoriquement — à partir de cet instant. 
Il est à observer que ce cas n'est pas le seul. 

Reprenons, en effet, le mouvement envisagé au n^ 201 . Nous avons vu 
que si le piston, après avoir atteint, suivant la loi considérée en cet endroit, 
une certaine vitesse ic, conserve ensuite cette vitesse et se meut d'un mou- 
vement uniforme, la surface représentative du mouvenjent se compose de 
deux portions de plans raccordées par une nappe conique, de sorte que jus- 
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qu*à un certain instant T, il existe deux discontinuités du second ordre seu- 
lement, lesquelles se réunissent à l'instant T en une discontinuité du premier 
ordre. 

Or, les équations générales de la dynamique (en l'absence de frottement), 
possèdent, comme on sait, cette propriété de ne pas changer par le change- 
ment de ^ en — ^ ; et il est d'ailleurs aisé de vérifier ce fait sur toutes les 
équations précédemment écrites. 

Si donc, inversement, nous nous donnions, à l'instant T une discontinuité 
du premier ordre définie précisément par les mêmes éléments que celle qui 
s'établit à cet instant dans le mouvement dont nous venons de parler, nous 
pourrions supposer que le mouvement ultérieur se déduit de celui du n^ ^OI 
par le changement de ^ en — t. La discontinuité du premier ordre se résou- 
drait donc en discontinuité du second ordre comme il a été indiqué au n^ 1 08. 

*^i7. — Il faut toutefois observer que les discontinuités susceptibles de 
se résoudre ainsi doivent satisfaire à des conditions assez particulières. Sur 
le cône représentatif du mouvement étudié au n^ ^Ol, on a 

u -i~ 1 (o)) rrrr coustante 

et, par conséquent, cette quantité u + ^/; (eu) doit avoir la même valeur de 
part et d'autre de la discontinuité. Il est clair qu'il en devra être de même 
chaque fois que dans le voisinage du point conique existera un système de 
caractéristiques rencontrant toute ligne régulière issue de ce point sur la 
surface. Or, c'est ce qui se produira nécessairement. Si, en effet, on prend 
l'équation aux dérivées partielles sous la forme (31) ; on voit qu'elle admet l'in- 

tégrale ~- = constante, ~~ = constante, c'est-à-dire le plan qui, après la 

transformation de Legendre, correspond à un point quelconque de l'espace 
où a, t, 37 jouent le rôle de coordonnées. Si l'oneffectue cette même trans- 
formation de Legendre sur une surface intégrale à point conique, on aura 
évidemment une transformée tangente au plan correspondant à ce point 
conique tout le long d'une ligne (puisque ii et w prennent en ce point une 
infinité de valeurs). Cette ligne sera donc une caractéristique et sera, par 
conséquent, environnée de caractéristiques infiniment voisines remplissant 
la condition dont il vient d'être parlé. 

11 résulte de là, en particulier, que dans une telle discontinuité, la diffé- 
rence des vitesses est toujours inférieure à la moyenne géométrique entre 
celle des dilatations, divisée par po, et celle des pressions. Cette moyenne a 
eu en effet pour expression d'après les formules (7), (25) 



v/^ 




[cp (w^) — cp (o) J] =: 4 / (o), — a)^) / ï!'H(^^ 
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tandis que la différence des vitesses est 

"1 



L'ordre de grandeur des deux quantités u, — u-^ et\ /— ((-o^ — W9) (p^ — Pi) 

V Po 

est donc donné par l'inégalité de Schwartz (chap. i, n^ 18). 
La relation 

(75) II, — u,= x{'^2) — li'^i) 

doit, d'autre part, être complétée par une condition d'inégalité. Dans le 
mouvement étudié au n^ ^tll , les deux discontinuités du second ordre exis- 
tant avant l'instant T viennent se rejoindre à cet instant en une disconti- 
nuité du premier ordre comprimante. Si, au contraire, on suivait le mouve- 
ment en sens inverse, comme nous venons de l'indiquer, la discontinuité du 
premier ordre qui existe à l'instant T et se dédouble api'ès cet instant en deux 
discontinuités du second ordre serait dilatante. Il est aisé de voir qu'il en est 
forcément ainsi dans tout dédoublement analogue. 11 suffit de remarquer 
encore que le signe de la discontinuité dépend (n°^^ 1 lO et ^13) de celui 
du produit {ui — U2) (G^ — G2). Or, le signe de u^ — ih ou, d'après l'équa- 
tion (75), celui de x (^'^2) — X (^^1)» ^st celui de 0.^ — 62, puisque nous supposons 
que les ondes les plus comprimées sont celles qui se propagent le plus vite. 
On voit par là qu'une discontinuité d'ordre un, née par la rencontre de 
deux discontinuités du second ordre, ne peut pas se dédoubler ensuite en 
deux discontinuités du second ordre, puisqu'elle devrait, pour cela, être dila- 
tante et non pas comprimante. 

^18. — Nous avons supposé qu'entre les pressions et les densités de 
part et d'autre de la discontinuité existait la relation 

(66) Pi < = p^ (M'i. 

S'il n'en était pas ainsi, comme (dans l'hypothèse où nous nous plaçons 
actuellement) le produit p w'" ne peut changer ni d'un côté ni de l'autre, il 
est impossible qu'aux instants suivants, cette discontinuité soit tout entière 
reportée à l'abscisse (2-1-6 cU, en désignant par a l'abscisse de cette dis- 
continuité à l'instant t (mesurée sur Pétat initial) et en supposant G diffé- 
rent de zéro. Nécessairement, il restera sur place quelque chose de la 
discontinuité primitive et comme une variation brusque de pression ne 
peut exister, comme nous l'avons vu, que dans une discontinuité qui se 
propage, ce sont les densités qui devront rester différentes. Toulefois, il ne 
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faut évideniment pas oublier que ce raisonnement est tout théorique ; dans 
la réalité, il serait impossible d'admettre qu'il ne se fait aucun échange de 
chaleur entre les tranches en contact : les températures et, par suite, les 
densités de celles-ci tendraient donc à s'égaliser. 

!^19« — Cette discontinuité stationnaire qui vient ainsi se joindre aux 
deux autres, nous la retrouverons même lorsque la relation (66) sera véri- 
fiée, si nous tenons compte de l'objection d'Hugoniot. Dans cette manière 
de voir, en effet, il est clair que la relation (66) n'entraîne plus aucune- 
ment l'existence d'un état intermédiaire unique : nous devons admettre 
qu^entre les mouvements donnés se créent deux états intermédiaires, situés 
de part et d'autre de la discontinuité primitive, caractérisés par une pression 
et une vitesse uniques p, u^ mais par deux dilatations différentes w', w'^ 
Nous aurons alors à écrire les conditions de compatibilité de l'état (jo, u, w') 
avec l'état (p^^, ^^J, wj et de l'état (p, %i, w'^) avec (p^» ^^2' ^2) • ^^^^ 



:=^_£l_ZliL_ 



(76) 



u. — u 



0) — O), 



(76') 



1 

\ 2 (^ -^ ^1) (^1 ~ ^^) ^ m~^ ^^'"^^ "~ ^'""'^ 

[ G :3^ V^ — V 



(p + Vè {^h — ^^) = ^-±--1 (P2^2 — P^")' 



Lorsque pi, i^^, ^1.^2' ^2» "^2 seront donnés, ces équations devront per- 
mettre de calculer p, u, w^, w", G^, G^. 

A cet effet, éliminons d'abord w'e'ntre les deux dernières équations (76) : 
nous aurons 

xeywv m -+■ 1 m — 1 6. (p. — p)iù. .. 

(77) — ^~- p H- — ^-- 23, = ^\_% - == Po^ï^i 

et de même 

(770 2L+J^^.--J,,^^M^^^^._p^ex. 
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Il sera commode, ici, de prendre pour inconnues 6^ et ôg. L'élimination 
àep et de u entre les équations (77), (77') nous donne 

(78) p, (6^o, - O^coJ ^ ^^^ (p, ^ p,) 

mi 

Nous supposons que les propagations des mouvements cherchés dans 
les mouvements donnés ont lieu en sens contraires. Si, pour fixer les idées, 
nous admettons encore que l'état désigné par l'indice i est celui de la 
région de gauche, nous devrons avoir 

(80) e^ < 0, e, > 0. 

Or, si on la considère soit comme donnant 0i, soit comme donnant 6^, 
l'équation (79) est du second degré et a ses racines constamment réelles et 
de signes contraires. On en conclut aisément que si, maintenant, on consi- 
dère 6^ et 6.2 comme des coordonnées cartésiennes, la cubique représentée 
par cette équation se compose d'une branche impaire (^) sur laquelle 6^ etO^ 
sont de même signe (et que nous devons par conséquent, laisser de côté) et 
de deux branches H j^.Hg analogues à celle d'une hyperbole, asymptotes 
aux axes et situées^ l'une dans Tangle défini par les inégalités (80), l'autre 
dans l'angle opposé. La courbe n'admettant aucune tangente parallèle aux 
axes, les valeurs absolues de 6^ et de 6^ varient constamment dans le même 
sens sur la branche impaire, constamment en sens contraires sur H^ ou 
sur Hg. 

Or l'équation (78) représente une hyperbole, les inégalités (80) étant 
vérifiées sur la moitié d'une des branches. Sur l'arc ainsi déterminé, les 
valeurs absolues de 6^ et de Gg varient constamment dans le même sens. Il 
en résulte que cet arc coupe chacune des deux branches Hi et H2 de la 
cubique en un point et en un seul, ce qui donne une solution unique de 
la question. Il est à peine nécessaire d'ajouter que l'étude du cas où les 
discontinuités mobiles seraient du même côté de la discontinuité station- 
naire (cas qui peut théoriquement se présenter, d'après ce que nous avons 
vu au n° ^15, mais dont nous ne nous occuperons pas), ne pourrait pas 
se faire, cette fois, à l'aide des mêmes calculs que la précédente, et que les 
équations à écrire seraient notablement différentes. 



(1) On sait qu'on nomme ainsi une branche de courbe qui est coupée par toute 
droite en un nombre impair de points. 
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On pourrait également se demander comment la pression intermédiaire p 
est située par rapport aux pressions p^ et p^. On répondra aisément à cette 
question en faisant varier le point (6^, ô^) sur Fliyperbole (78) et calcu- 
lant p par les équations (concordantes) (77), (77^) ; il est clair que p est 
croissant avec | Oi | et ] 02 | . Il suffira dès lors, de substituer dans l'équa- 
tion (79) les points qui correspondent h p =^ p^ et p ==: p^. 

*Z^0. — Le gaz étant primitivement en repos, supposons qu'on com- 
munique brusquement au piston un mouvement uniforme de vitesse 
donnée V. On peut se proposer de déterminer le mouvement qui prendra 
naissance dans ces conditions. 

Gomme l'ont montré tout d'abord MM. Sébert et Hugoniot (^), puis Hu- 
goniot seul dans le Mémoire cité, les équations de compatibilité précé- 
demment établies permettent de résoudre très simplement ce problème. 

Nous allons voir, en effet, que, soit dans l'hypothèse de Riemann, soit 
dans celle d'Hugoniot, il existera un mouvement de la forme 

(81) a) = o^a -\-\t 

(w constant) qui sera compatible avec le repos, la vitesse de propagation 
étant, bien entendu, constante. Dans ce mouvement, le gaz restera bien en 
contact avec le piston puisque, pour a =^ 0, on aura x = Yt. 

De plus, la quantité k qui figure dans la formule (2') sera constante 
même en tenant compte de l'objection d'Hugoniot, tout en ayant, dans 
ces conditions, une valeur différente de celle qui correspond au repos, k ne 
dépend en effet, que des éléments de la discontinuité : or ces éléments 
sont ici des constantes. 

k étant constant, l'équation aux dérivées partielles aura la forme (8) et 
sera, par conséquent vérifiée par l'expression linéaire (81), 

Partons d'abord des formules d'Hugoniot : p^ étant la pression primitive 
au repos, /> la pression inconnue qui existera dans la partie en mouvement, 
les équations de compatibilité seront 

(condition cinématique), 
(condition dynamique). 
1 — (m — 1) oj 



(83) 


v-i- e(w — 'i) = o 


(83) 


p — Po = Po9V 


(84) 


p m 


Po {m 



1) CD — (m — 1)* 
11 y a lieu de remarquer que la solution serait à peu près évidente si la 

(1) Sebert et Hugoniot, C. R. Ac. des Se, tome XCVIII, p. 507; 25 février 1884, 
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donnée du problème était comme au n^ 190, la pression p (supposée cons- 
tante et différente de p^). On aurait alors w par l'équation (84), ou par 
l'équation de Poisson, si l'on restait au point de vue de Riemann, puis les 
deux équations (82) (83) se résouilraienl absolument comme au n*" ^06. 
Revenons au problème posé, celui où la donnée est V et non plus p. 
Nous prendrons alors 6 pour inconnue : les équations précédentes don- 
neront 

m _+ _1 ^^ __ mpp . 
~Po~ ' 

Le choix de l'inconnue 6 offre cet avantage de permettre de décider im- 
médiatement entre les deux racines de l'équation précédente : celles-ci 
sont, en effet, de signes contraires et, si comme nous le supposons toujours, 
le gaz est situé du côté des a positifs, c'est la racine positive (|ui convient 
seule, la racine négative correspondant au mouvement analogue engendré, 
par le même mouvement du piston, dans une masse gazeuse en repos située 
de l'autre côté de celui-ci. 

Nous aurons donc 



An' 



v/ 



?!LztJ V -H i /^ ^^-^M v _^ m^ 



Toutefois, une condition est encore nécessaire pour que la solution ob- 
tenue convienne au problème : il faut que l'on ait p >> 0. Cette condition 
est toujours remplie pour V >> ; mais, dans le cas contraire, c'est-à dire 
si le piston a un mouvement décomprimant, on devra avoir 

ce qui donne 

(86) V2< ^^' 



m— l)po* 

Pour des valeurs plus grandes de — V, le gaz cesserait de suivre le 
piston, absolument comme nous l'avons vu au n'' 192 ; seulement, lorsque 
la vitesse limite était atteinte progressivement, son expression était 

Y :::::=: . ^r= — - — j 4 / ^!?&' Quantité supérieurc à celle qui est donnée 

m — 1 m — 1 Y Po 

par la formule [SQ). 

On doit aussi remarquer que,| dans le cas de la vitesse brusquement 
communiquée, la pression et la température absolue deviennent seules 
nulles sans qu'il en soit de même de la densité. 
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^^1* — Si l'on restait dans les idées de Riemann sans tenir compte de 
l'objection d'Hugoniot, on devrait remplacer Téqualion (84) par 

(66') .pco^« = Pq. 

Celle-ci représenterait, comme précédemment, une courbe dont il fau- 
drait prendre Finlersection avec l'hyperbole {p — Po) (^ — w) = p^V^ résul- 
tant de l'élimination de 6 entre les équations (82) (83), ou plutôt, avec la 
branche de cette courbe qui correspond à >> 0. On trouvera encore une 
solution et une seule, l'un des points de la courbe (66) dont la distance 
hyperbolique au point (l,;?o) ^^^ ^• 

La question se présenterait d'une manière tout analogue si le gaz, au 
lieu d'être primitivement au repos était animé d'un mouvement de la 
forme (81), avec une dilatation Mq et une vitesse Y^. On aurait à chercher, 
sur une courbe analogue à (66), un point situé à la distance hyperbo- 
lique (V — V,) du point (w^, p,). 

^^2^. — On peut aisément déduire de ce qui précède une mesure de la 
résistance opposée par le gaz au mouvement du piston. 

Supposons à cet effet celui-ci placé tout d'abord entre deux masses de 
gaz au i^epos et homogènes entre elles, l'une située du côté des a positifs, 
l'autre du côté des a négatifs. Si, dans ces conditions nous lui donnons 
instantanément la vitesse positive V, nous ferons naître, ainsi qu'on vient 
de le voir, deux ondes se propageant en sens contraires. L'une, correspon- 
dant à la racine positive 6^ de l'équation sera de compression ; l'autre, 
correspondant à la racine négative G^ de la même équation, sera une onde 
de dilatation. Les pressions correspondantes p^ ^^ P2 ^^ calculeront immé- 
diatement à l'aide de Téquation (83) et il viendra 



mpo 



(87) p,-p,=.p,M (0, - e,) = 2p„V y/(?!i+iy V^ 

Cette quantité représente la résistance cherchée, celle-ci étant la résul- 
tante des pressions exercées sur les deux faces du piston. 

L'expression (87) croît à peu près proportionnellement à la vitesse pour 
de petites valeurs de celle-ci et au carré de cette vitesse lorsque sa valeur 
. est grande. C'est précisément une loi assez analogue que Ton observe expé- 
rimentalement dans le mouvement des projectiles ; mais avec une crois- 
sance un peu plus lente (^). Cette discordance n'a rien qui doive surprendre 

^1) Ainsi que nous l'avons dit au n» 313, la résistance paraît avoir sensiblement 
la valeur qu'elle prendrait s'il n'y avait pas dépression à l'arrière, c'est-à-dire si 
l'on avait p.2 = jpo i^^ ^® P^^^ 61 =■ Vj. 
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et il est même naturel qu'elle se produise dans le sens que nous venons de 
dire puisque, dans notre tube, le piston ne peut se mouvoir sans refouler 
entièrement devant lui le gaz, tandis qu'à l'air libre, celui-ci peut glisser 
latéralement, ce qui diminue évidemment la résistance. 

Cependant, même en restant au point de vue du mouvement rectiligne, 
les considérations précédentes soulèvent deux observations. 

Tout d'abord, elles doivent être modifiées si la vitesse V dépasse la 
limite (86). Alors, en effet, le vide se fait à la face postérieure du piston ; 
par conséquent, la pression (négative) p^ doit être remplacée par 0. La 
résistance est donc 



H = .. == Po -. Pov( ^^ V + v/('^^f ^'^^^f : 



En second lieu, il est plus naturel de supposer que le piston acquiert la 
vitesse V progressivement et non instantanément. Ce sont alors les for- 
mules des n°' 141 et 18!S, qu'il convient d'appliquer, et non celles dont 
nous venons de nous servir. On devra donc calculer to par la formule (54), 
(n° 18S) et prendre p =:= (p (w) ^^ Po^"~^^ ^^ ^^^ donne 

X =r 4 / — ^ désignant encore la vitesse du son en l'état primitif. 
Le même calcul pour Fonde d'arrière donnera 

/. m — 1 V\ m — r 



[2m 2>n "1 

/- , m — 1 V\m — 1 /. m — 1 V\m — 1 I 

le terme soustractif devant toutefois être remplacé par lorsque V dépasse 
la limite trouvée au n° 19!^. 

La résistance ainsi calculée croîtrait notablement plus vite que le carré 
de la vitesse. 

Seulement, à son tour, le raisonnement précédent ne peut être accepté 
sans objection. Il suppose, en efîet, que la singularité de Riemann-Hugo- 
niot ne se produit pas. Or l'hypothèse contraire est bien plus vraisemblable, 



Hosted by 



Google 



MOUVEMENT REGTILÏGNE DES GAZ 207 

dans les conditions où s'opère, par exemple, le mouvement des projectiles. 
Dès lors, il faudra admettre qu'il naît, à un instant déterminé, deux ondes 
de discontinuité du premier ordre, Pune se propageant en avant, l'autre en 
arrière. Cette dernière, par réflexion sur le piston, donnera une nouvelle 
onde à vitesse positive, laquelle, se propageant plus vite que la première (^), 
la rattrapera, A ce moment deux nouvelles ondes naîtront ; et ainsi de suite. 
Hugoniot admet que cet échange d'ondes aboutit finalement à la cons- 
titution d'un état identique à celui qui se produirait si la vitesse V était 
communiquée d'emblée au piston. Nous constaterons plus loin, dans un 
cas particulier, que les choses se passent bien réellement ainsi. 

^*2S* — Nous allons actuellement aborder la discussion du phénomène 
de RIemann-Hugoniot. 

Nous supposerons pour simplifier, que le gaz, dans son état primitif^ est 
au repos ; que l'onde de tête est la première à présenter la singularité con- 
sidérée, et aussi que le mouvement communiqué par le piston à la partie 
du fluide qui l'avoisine (partie que nous supposerons située à gauche) est 
analytique. Nous allons tout d'abord former l'équation de ce mouvement. 
On doit, à cet effet, comme nous le savons, éliminer t^ entre les équations 
(59) et (60). 

L'arête de rebroussement de la développable ainsi obtenue est définie 
(n"^ 1 94) par Téquation 

:-J = (^-Ox>«)^»-x'K)^o 

qui, en général (et nous ne traiterons pas le cas exceptionnel où il en serait 
autrement), sera résoluble par rapport à ^q. Soit I'q la fonction de t qui 
substituée à t^ vérifie l'équation précédente. Dans les équations (59) et (60), 
où Îq n'est plus égal à I'q, puisqu'on n'est plus sur l'arête de rebroussement, 
posons 

a et j; deviendront des fonctions de i et de t lesquelles, ordonnées suivant 
les puissances de cette dernière variable, manqueront de termes du premier 



degré ; 


: soit 




(88) 




a = Œq + ^2 '^^ ■+■ ^3 ^'^ 


(89) 




07 — Xq H- X^ t2 -f- ^3 T^ 



(J) Voir plus loin, n^ 838. 
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«Q, Xq, «2? <^3> ••• ; ^2' ^3J •'• étant des fonctions de t, les deux premières 
telles que a =^ ct^it) et ^ === X^ (t) donnent les équations de l'arête de 
rebroussenient. Toutes ces fonctions de t sont d'ailleurs analytiques. 
L'équation (88) permet de développer t suivant les puissances de 

ya^ — a, à moins que a^ ^^ soit nul à l'origine, hypothèse que nous écar- 
tons encore (*j. 

Substituant ce développement dans (89), on obtient la valeur de x cor- 
respondant au mouvement de gauche. Nous désignerons cette valeur par X. 
On aura (en désignant par X^, Xg, ... des fonctions analytiques de t) 



3 



(90) X = X„ + (flo — a) Xj H- K — ay^ X, -+- .... 

^tt4« — Nous supposerons l'origine des espaces et celle destem-ps trans- 
portées au lieu et à Tinstant où naît le phénomène. Dans ces conditions, 
Xq et «0 sont nuls avec t : ils commencent par des termes en It, en dési- 
gnant par )^ la vitesse du son qui correspond à l'état primitif du fluide. De 
plus, la surface étant tangente au plan ^ = a, on a X^ (0) = — 1. 

Nous conviendrons que, dans l'équation précédente, le radical (a^ — a)^ 
est pris avec sa détermination positive. S'il en est ainsi, le coefficient X 3(0) 

doit être positif. En effet, le mouvement du piston étant comprimant, on 
doit avoir X >> a, et ceci ne peut avoir lieu, pour t très petit et d'ordre au 
plus égal à celui de a^ ■— a, que si X3 (0) >> 0. 

SS5« — Il s'agit maintenant d'obtenir Péquation du mouvement inter- 
médiaire qui prendra naissance entre le mouvement ainsi défini et la partie 
de droite qui est au repos. Nous ne pourrons d'ailleurs le faire sans déter- 
miner du même coup la marche des deux ondes qui se propageront ; autre- 
ment dit, en même temps que l'équation du mouvement, il faudra trouver 
le domaine dans lequel il est défini. 

C'est la difflculté signalée au n" 168. Mais elle est ici particulièrement 
grave. Dans les autres questions de Mécanique où le mouvement cherché 
n'est pas représenté par une seule équation analytique dans tout le cotps 



(1) Si le coefficient «2 ^^t difïérenb de zéro, il en est de même de ^2* Clar pour 

— =: 0, la quantité ^r-^- =:- zx.^ est égale a wo jr.-^ , ^^ vertu de 1 identité ^r- ~ wq <--- . -— 

Les deux coefficients «2» ^2 sont d'ailleurs négatifs dans le cas actuel, la surface 
étant située à gauche de son arête de rebroussement. 
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considéré, les régions dans lesquelles ce mouvement a des expressions 
différentes, sont en général connues a priori. Tel est, par exemple, le cas 
d'une onde du second ordre qui se propage dans un gaz dont le mouve- 
tneot antérieur est donné, ce moicveme^it intervenant seul dans l'expres- 
sion delà vitesse de propagation. Il en est autremeat, nous venons de le 
voir, dans la question actuelle. 

Nous traiterons celle-ci, pour simplifier, sans tenir compte de l'objection 
d'Hugoniot. Nous admettrons que, à la naissance de la discontinuité du 
premier ordre, il s'établit dans la tranche intermédiaire une pression, une 
densité et une vitesse uniques. 11 est aisé de voir, alors, que celte pression, 
cette densité et cette vitesse ne peuvent être autres que celles qui existent 
dans la tranche de droite (par conséquent, i^ = 0, co =r=: 1) et qui, initiale- 
ment, ont les mêmes valeurs dans la tranche de gauche (^). 

iNous aurons alors à déterminer : 

1° L'abscisse a^ de la discontinuité entre le mouvement cherché et le 
mouvement de gauche ; 

2° L'abscisse a^ de la discontinuité entre ce même mouvement et la partie 
droite au repos. 

Les deux ondes de discontinuité se propageant avec une vitesse initiale 
égale à vitesse X du son introduite au n^ 175, a^ et a^ auront des dévelop- 
pements commençant par des termes en dz X/ : nous écrirons 

(91) a^ = — Xj^ — vsjt — v^f .... 
et 

(92) a^:==:\t + [Jt2^^ -+- •... 

en admettant par avance (^) (ce que la suite du calcul vérifiera) que a^ ne 
contient point de termes à exposants fractionnaires en t. 
3° L'équation du mouvement de la tranche intermédiaire. 



(1) Soient pQ la pression primitive, p la pression et u la vitesse existant au pre- 
mier moment dans la tranche intermédiaire. On devrait avoir à ]a fois 

P—Pq ^ P— Pa _ 

w 1' w ^' 

6| et 62 désignant les vitesses de propagation des ondes. 
Op ceci ne peut avoir lieu que pour p = ]1q, u = 0. 

(2) Il est clair que nous aurions pu laisser tout d'abord indéterminés les exposants 
de t aussi bien que les coefficients. La suite du calcul donnerait pour ces exposants 
les valeurs mêmes que nous leur avons assignées ici. 

Hadamarb \ 4 
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Les conditions à vérifier par ces différentes inconnues seront d'abord 
Téquation aux dérivées partielles 

laquelle devra avoir lieu dans toute la tranche intermédiaire. 

La fonction '^ étant donnée par la relation (41) on aura, en posant 

(93) g==. = l + e 

et en tenant compte de la formule (42) qui définit X, 

(94) ^1+ = ^^ [l - (m + l)e + ^!l±3pjtl) e. + ....J. 

En second lieu on devra avoir 

(95) 00 = a, pour a = a^ 

(96) ^ = X==r Xo H- («0 — a) Xj H- (^0 — a)iX3 -H...., 



De plus les deux discontinuités a^ et a^ devront vérifier les conditions de 
compatibilité. Nous n'avons pas à écrire les conditions cinémaliques, les- 
quelles sont implicitement contenues dans les conditions (95), (96). 

Les conditions dynamiques et physiques donnent (puisque nous sommes 
dans l'hypothèse de Riemann) 

^ /? ( ^J — ? (^ i) =^±,1. /l. (1 -i-s)--^-(l -t-sQ---^ 
(en posant encore w =: 1 -i- s^ o^^ = 1-1- s^) ou 

(97) o=±:x[l-'??i+J(e + s,)+....] 

Dans la partie au repos, s^ est nul. Au contraire dans le mouvement de 
gauche il a une valeur en général différente de et qui doit être calculée 
par réquation (90). 

On a donc les deux conditions supplémentaires 

(98) ^^_x[l_'!i + i(e4-g-H....] 

OÙ il est entendu que, dans l'équation (99), £ est calculé pour a ^a^ tandis 
que dans l'équation (^S)^ s et e^ correspondent h a = a^. 



x[i--J:is-H....] 
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336. — Pour développer x en série nous introduirons, au lieu de a et 
de tj les variables 

1== a -\- \U 



(100) 

^ ■ ( ri =z a — aj 

dans lesquelles 

(101) a = lt-{- {M, -+- ix^) t^ 4- .... = «2 -hM2^2 _^ M3?^^ -H .... 

désigne un développement à coefficients indéterminé? (sauf le premier) 
ordonné suivant les puissances de t. La variable i, n'est d'ailleurs introduite 
que pour simplifier le calcul. Il n'en est pas de même, comme on va le voir, 
de la variable t], qui joue un rôle fondamental dans le développement. 
Nous écrirons 

(102) ^ rrz a -1- F| H- F2 -+- .... = a + F 

les ¥i étant des ensembles homogènes en ?, ï) de degrés marqués par leurs 
indices. 

Comme on a 



ô 




ô 




ô 




ô^ 


/ô 


5\2 




















) , 




ôa 




''^i 




ô^ 




ôa^ ~ 


" lôî ~ 


Ml 




ô2 




:X2 


ô2 


-+- 


2X=< 




+ «'2 


4^-«" 


ô 


U^ 












ôy)^ 


b^ 



(et', a" désignant les deux premières dérivées de a par rapport à t), l'équa- 
tion (8) s'écrit 



(103) { '^'^ ^\^~ ^T.^ "" V j L n' -^ ^ - ^ 

_ 2)i (a^ — X) 4-- — (a^' — X2) ^- — a'' ^. 

Dans cette équation, a' et a" peuvent se remplacer par leurs développe- 
ments en /. Mais ils peuvent également se développer suivant les puissances 
de la variable ^ ~f- y), en fonction de laquelle t pourra s'exprimer, moyen- 
nant la résolution de l'équation 

(104) I -H 7) = a -h X^ = 2XîÇ + (M2 -h (Jt^) t"" 4- ... 4- [Mh 4- ^h) t^ -4- .- 

Dans l'équation (103) ainsi écrite, un terme quelconque du développe- 
ment de F (pourvu qu'il contienne à la fois? et /]) donnera dans le premier 
membre un terme de degré moins élevé que dans le second. 
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Nous désigneroQS par c^ et r^i les valeurs de ^, q correspondant à a = a^, 
soit 

i Hi " — vaj-' — y^t^ .... 

(105) < ' ,^ ^ 

/ r^i = 2X/+ VB^2 + (v. H- M2 H- [^2) ^^ H- ••••' 

par q^, 'f]^ les valeurs de ces nnéines variables pour a ==■. a.^, soit 

(106) '^, = 2lt -h [J-, t^' -\- .... -I- l^ht^'-^ .... 
(1O60 7]2--M2-^'-h .... H-M,«^-+- .... 

L'équation (96) s'écrira donc, 

(107) ¥{i,, ^,) cr. Xo - «0 -H K - ^1) (1 -^ ^0 -^ K - ^1)^ Xa + .... ; 
réquation (95) 

(108) F{i,r%)^0 
les équations (98) et (99), 






^^°^'*i -T. m + l/ôF ôF „ 3, ,1^ \ , "I 

(110) X + 2[.,« + ... = À [1 - — ^-- (-|^^ - ,--) + ....J- 



221. — Gela p.osé, considérons, dans l'équation (103), les termes 
d'ordre — -. Ceux-ci seront exclusiveuient fournis par le terme F 3 du dé- 

veloppement de F. On devra donc avoir ^j^— 0, d'où 

(111) Fa = Kv]i -i-K'^t. 

Les coefficients K et K^ se détermineront par les conditions aux limites 
(107) et (108). Tout d'abord pour a = a^, v] est de l'ordre de t^ au moins, 
tandis que ^ est de l'ordre de t. La condition (108) montre dès lors que K' 
doit être nul. 

22^, _ Au contraire, pour a = a^, la quantité (^^ — a a pour partie 
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principale 2Xi^, et il en est de même de v] : la comparaison des termes 

3 
d'ordre ^ de co et de X donne donc 

K = ±X3(0). 

Nous voyons ainsi que K est en général différent de zéro. Nous aurons donc 
un terme en ■)Q2 et, par conséquent, dans la surface représentative, une arête 
de rebroussement, correspondant à r^ z= 0. Une seule des nappes séparées 
par cette arête devra faire partie de la portion utile (sans quoi, comme pré- 
cédemment, on trouverait deux valeurs de œ pour un même système de 
valeurs de a et de t) : nous conviendrons que c'est celle qu'on obtient en 

donnant à V^ sa valeur positive. 

S'il en est ainsi, dans la condition (107), le radical vo =:\/2Xt-h ... 
devra recevoir sa détermination positive. Comme il en est de même de 

\/aQ — a, en vertu de la convention faite au n° 2S4, nous devrons écrire 

K = X|(0), 

quantité positive, ainsi que nous l'avons remarqué plus haut. 

^!^9. — Envisageons maintenant les équations (98) et (99) en ne rete- 

nant que les termes d'ordre i^. Il n'existe aucun de ces termes dans le 

quantité £ pour a = a^, tq^ étant d'ordre supérieur à 1 en t. Donc il n'en 
existe pas non plus, au premier membre de l'équation (99) et par consé- 

3 

quent nous voyons bien que a^ ne contient pas de terme en t^. 

1 

Pour a = ai, des termes d'ordre ^ apparaissent dans £ et £^ ; ces termes 

sont d'ailleurs connus. Nous connaissons, en effet, le second membre de 

3 
l'équation (102) jusqu'aux termes d'ordre ^ inclusivement; et d'autre 

part le premier terme du développement de ~ qui dépend de V3 (savoir 

celui qui provient de {a^^ — «1)2X3) contient cette quantité comme coeffi- 
cient de la première puissance (au moins) de t. 

On constatera d'ailleurs que les termes en P se détruisent dans e H- e^ de 
sorte qu'on a ve = 0. 
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230. — La détermination des termes d'ordre 2 est tout analogue. 
L'équation (103) nous donne 

car le seul terme d'ordre zéro qui existe au second membre de cette 
équation est obtenu en multipliant le facteur -r r^ ~ 2 (provenant de -7^ 

par ^ (m -}- 1) provenant de t}^ f 1 -i- tf — 7-) — )^M. On aura donc 

F, == 3I (m Hh 1) li'lr, + K,^^ 4- K',P 

K2 et K^2 étant des coefficients à déterminer. L'équation (108) donnera 
K'2 = 0, car les autres termes sont tous d'ordre 3 au moins. L'équation 
(107) fera connaître K^ par l'examen des termes d'ordre 2 en t. Pais 
l'équation (109) détermine v^. 

Au contraire, la condition (110) ne suffit pas à déterminer ja^. Les termes 
en t contiennent, en effet, le coefficient arbitraire M2 qui n'a joué jusqu'ici 

aucun rôle^ et qui s'introduit par le terme — r= ^ K'O^^ H- ... 

Désignons par 

(112) mj. -^ m.^t^ -\- ,,. -{- miJ^' -]- ,.. 

la racine carrée positive du développement r,^ == M^^^ -I- M3 ^^ -f- .,., de 

sorte que m^ est la racine carrée positive de M2. C'est ce développement 

1 

(112) qui devra être substitué à ^Qg^ dans Téquation (110) : nous aurons 

alors : 

(113) [^2 = 15 -^- m H- Ï28 "^ (^ "+" ^)^^ • 



!S^3i« — Nous avons à trouver entre [i^ et m.^, une seconde relation : 

5 

celle-ci va résulter de la considération des termes d'ordre ^. 

1 

Considérons, dans l'équation (103), les termes d'ordre ^. Certains d'entre 
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1 1 . 

eux sont en v)2 . Mais deux autres sont en çf] 2 ; ce sont ceux qui pro- 
viennent du produit de -—-y = ï ^ 2 -f- ..., d une part par 

♦('-*)-"='■[-<— "(î -*)+•■■] 

3 1 9 

= 2 ^H'^^ -i- 1) ^2 -H j2 0^^ + ly^K^^ H- ..., 

d'autre part, par 

4X(M, + fjt,) ^ =: 2(M, -h i^,) (? 4- vi) Hh .... 

Une fois intégrés par rapport à ^ et à "y], ces termes contiendraient en 

1 

fadeur à la puissance ^ seulement. 

Or cette circonstance rendrait inexacte la formule (113) ; la quan- 

^F' ?sFr "nTT 

tité — r= contiendrait, en effet un terme en ^^'o~ 2, lequel, pour 

a = a^y serait d'ordre 1 en t, puisque q est d'ordre 2. 

C'est cet inconvénient que nous allons éviter en disposant du coefficient 

arbitraire Mg = m^^ de manière à annuler ce terme en y) ~ 2 . Nous écri- 
rons donc 

(114) 2 (M, + î^,) = 2 (mf -t- |x,) = 3I (m + 1)^ K^ V^ 

ce qui, joint à la relation (113), nous permet, cette fois, de déterminer 
m^ et [i^ : en éliminant ce dernier, il vient 

m\ -h |g X (m -h i) K.m, — A (m -H 1)^ K^ r- = 0. 

Nous savons que nous devons prendre la racine positive de cette équa- 
tion : nous aurons donc 

3X(m-f- 1)K 

27 

2^32'. — Ayant ainsi calculé les premiers termes de nos inconnues, 
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nous allons montrer d'une manière générale, comment on obliendra les 
suivants : 

Supposons qu'on connaisse : 

Le développement de F en fonction de ^, t] jusqu'aux termes d'ordre q 

inclusivement [q étant un entier ou un entier -H n ) ; 

Le développement de a^ en fonction de t jusqu'au même ordre ; 

1 
Les développements de a et de a^, jusqu'à l'ordre q — ç^ seulement. Le 

premier de ceux-ci nous fait connaître t en fonction de ^ -h v) jusqu'aux 
termes du même ordre q — ^ ; et la connaissance du développement de 
a — «2 = 7)2 équivaut à celle du développement (112) jusqu'aux termes 
en i^^ 2- 

Nous supposons de plus : 

1° Que la partie connue du développement de F ne contienne nulle 

part 7] avec l'exposant ^ ; 

2^ que cette quantité y\ soit la seule à y figurer avec des exposants frac- 
tionnaires, et qu'il n'en entre aucun dans les parties connues des dévelop- 
pements de a et de a^. 

1 

Dans ces conditions, nous allons déterminer les termes d'ordre q -\- -^ 

de F et de a^, les termes d'ordre g de a et de a^. 

Dans le second membre de (103), tous les termes d'ordre q—l^ sont 
connus, sauf ceux qui peuvent provenir du produit de 

(M, H- {.,) t^-' = (M, + IX,) (^p -h ...V"' 



(quantité qui fait partie du développement de a'j par v^, - 2. 

Mais dans ceux-ci, il y en a un qui est en çs-^ 7]~2, avec le coefficient 
--|pir^f . Nous déterminerons M,^ + [J-^j par la condition que ce terme dé- 



truise le terme semblable provenant de i:! ihfi -\- -^ — ~ ). Ceci donnera 

d'ailleurs M^ m- pt^ rr^ lorsque q ne sera pas entier, puisque nous suppo- 
sons que les termes déjà connus ne contiennent pas de puissances fraction- 
naires de $. 
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^% + i 

M^ -f- {iq étant connu, nous connaîtrons — y — ? et par conséquent, 

F,^ 4- i lui-même à deux termes près, l'un en ^^ + 2 , l'autre en o? + 2 . Le pre- 
mier de ceux-ci se déterminera par l'équation (108), le second par l'équation 
(107) ; ils donneront en effet, dans ces deux équations respectivement, les 
seuls termes encore inconnus (^) en 1^2 + 2. 

Moyennant ces résultats, on connait, dans le second membre de l'équa- 
tion (109), tous les termes en p-l et on a, par conséquent, le coefficient 

Dans l'équation (99), on connaît également tous les coefficients de t'^~\ 

7YL 1 - 1 3 K 

sauf le coefficient ç'fjt^ du premier membre et le coefficient \ — j -y ^^g-i 

qui, au second membre, provient du développement de 



4 M^ 



f-îS.* + ....)■ 



On a donc la différence q]x^ — ^ l^llt-) m,^_j. Comme on a obtenu, 

d'autre part, Mg -h }Jig(c'est-à-dire, à des termes connus près, 2m^mq_.^ ~\- i^^), 
l-iq et ^g-i sont connus. Ils sont d'ailleurs nuls pour q non entier, puisque 
le calcul fait au second membre de l'équation (110) n'introduit pas de puis- 
sances fractionnaires de ^. 

238* — Nous pouvons donc bien calculer de proche en proche tous les 
coefficients cherchés et nous aurons des développements satisfaisant for- 
mellement aux conditions du problème. Il resterait à prouver que ces 
développements convergent. Mais cette démonstration serait très difficile, 
sinon tout à fait impraticable, en se plaçant au point de vue que nous 
venons d'adopter. En réalité, c'est sous une forme toute différente qu'il y 
aurait lieu de traiter la question. 

Ainsi que nous l'avons remarqué, le développement de x, ordonné sui- 
vant les puissances de i et de ^/tj (avec exclusion des termes du premier 
degré en \/r^) représente, eu supposant sa convergence démontrée, une sur- 



(1) Dans le terme («q — aiY du développement de X, le terme v^.f-i r^ + g ^^ déve- 
loppement de a^ donne un terme en t'^+l^'^-^. D'autre part, pour h = 1, ce terme 
est multiplié par i + X^, lequel est privé de terme constant. 
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face à arête de rebroussement. Il est aisé de voir que toute équation aux 
dérivées parliellps du second ordre de la forme (17) admet des surfaces 
intégrales de cette espèce. Il suffit, en effet, pour en obtenir une, de traiter 
le problème de Cauchy dans des condilions telles que la relation (21) soit 
vérifiée, mais non la relation (22). 

Les considérations développées plus haut (n^ 159) montrent bien 
qu'alors les dérivées secondes sont infinies. Si d'ailleurs on effectue un 
changement de variables de manière à ce que la courbe y devienne l'axe 
des X, il est aisé de s'assurer, au moins formellement, que z admet un 
développement suivant les puissances de x et \Jy, Plus généralement, sup- 
posons qu'en un point de la courbe y la condition (21) soit vérifiée (à 
l'exclusion de (22)). Un calcul tout analogue à celui qui vient d'être 
exposé fournira un développement formel de z représentant une surface à 
arête de rebroussement (cette arête étant tangente à y au point considéré). 

Seulement, rien ne prouve que les développements ainsi obtenus soient 
convergents. C'est ce que l'on reconnaît au contraire si l'on opère une trans- 
formation de contact. Effectuons par exemple, la transformation de Legendre : 
nous devons remplacer x, y, z, p, q parp, q, px -\- qij — z, x, y \ k, B, 
B^, G, D par D, B', B — G, A. iVprès cette transformation, la relation (21) 
cessera d'avoir lieu à moins que primitivement on n'ait en outre la 
suivante 

(115) D {dp clx -4- clq dy) -+- B^ dq;' -h 2 Cdp dq -+- 'Qdp'^ = 0. 

Il est évident a priori que cette seconde relation est vérifiée si l'on a (22), 
puisque le système des deux équations (21) et (22) est invariant par une 
transformation de contact. Pour vérifier ce fait, il suffit démultiplier l'équa- 
tion (21) par dpdq, l'équation (115) par dxdy, et d'ajouter : la relation 
obtenue se décompose en l'équation (22) et en la suivante 

(116) dp dx -h dqdy = 0, 

Nous excluons le cas où la relation (22) serait vérifiée : il se pour- 
rait alors que l'on eût affaire à une caractéristique. La transformation 
de Legendre fera donc disparaître la singularité sauf le cas exceptionnel où 
l'on aurait (116). Le problème transformé aurait une solution régulière, 
la surface représentative de cette solution ayant seulement, en chacun des 
points primitivement singuliers, Fallure d'une surface développable, c'est- 
à-dire vérifiant en ces points la condition rt-^-s^ = 0, ainsi qu'il est facile 
de s'en assurer. 

En revenant à l'ancien système de variables, la singularité considérée 
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résulte des formules du n^ 163, qui font connaître Teffetde la transforma- 
tion sur les dérivées r, s et t. Un calcul élémentaire, et d'ailleurs tout 
analogue à celui qui a été fait au n° 103, montre que cette singularité est 
une arête de rebroussement (autour de laquelle la surface est représentée 
par une équation analogue à (90)) correspondant à la ligne qui est sur la 
transformée de f^egendre le lieu des points paraboliques. 

Reste le cas où Ton aurait (116) : alors la transformation de Legendre 
ne ferait pas disparaître la singularité. C'est ce qui arriverait si la surface 
cherchée avait, au voisinage de son arête de rebroussement, l'allure d'une 
surface développable. On peut toujours éviter cette circonstance en effec- 
tuant au préalable la transforniation qui consiste à remplacer la fonction 
inconnue z par z — F[x, y), F étant une fonction arbitraire, p et q sont 
alors diminués des dérivées de c^^lle-ci, dérivées dont on peut évidemment 
disposer de manière à ce que la relation (116) cesse d'avoir lieu sur y- On 
voit donc que, dans tous les cas où l'on a (21) mais non (22), le problème 
de Cauchy a une solution représentée par une surface à arête de rebrousse- 
ment. Il est d'ailleurs clair qu'inversement, toute surface intégrale à arête 
de rebroussement peut être considérée comme obtenue de cette façon ; elle 
peut être changée, par une transformation de contact convenable, en une 
surface régulière. 

Tel sera donc le cas de la surface dont nous avons appris tout à l'heure 
à développer l'équation. La meilleure méthode pour étudier cette surface 
parait dès lors être d'effectuer une transformation de contact telle que la 
surface (90) et la surface cherchée soient remplacées par des surfaces régu- 
lières. La question ainsi transformée sera alors une de celles auxquelles on 
peut essayer d'appliquer la méthode des fondions majorantes. Seulement, 
une étude nouvelle sera nécessaire à cet effet, car cette question ne rentre 
dans aucun des problèmes traités jusqu'ici. Elle conduirait à les généraliser 
encore, en abordant le suivant, qui les comprend tous comme cas parti- 
culier et dont l'étude olfrait en elle-même un grand intérêt : 
Etant données cinq équations aux dérivées partielles 

trouver %me surface intégrale de la première équation sur laquelle il 
existe une ligne l oit Von ait à la fois f^ =r= 0, /"^ =: et une ligne V oit 
Von ait a la fois f^ =z Q, f^ = (ces données étant supposées telles que 
ces différentes conditions puissent être vérifiées ensemble à l'origine où les 
deux lignes l, V devront passer). 

En un mot, on ne connait ici, aucune ligne par laquelle doit passer la 
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surface cherchée : on sait seulement que, le long de son intersection 
(inconnue) avec la surface (90), les coefficients angulaires de son plan 
tangent doivent vérifier l'équation (98) et qu'une équation analogue doit 
avoir lieu sur son intersection avec la surface x ^=^ a. 

!^34« — Sans nous arrêter à rechercher si l'on pourrait disposer de la 
transformation de contact de manière à ce que ces conditions deviennent 
ponctuelles, en sorte qu'il en résulte la connaissance de deux lignes situées 
sur la surface transformée, nous remarquerons que la question se pose 
d'une façon un peu différente si ce n'est pas sur la première onde que le 
phénomène se produit tout d'abord, ce qui arrivera par exemple, si on 
commence par donner au piston une accélération négative pour changer 
plus tard le signe de celte accélération. Dans ce cas, l'arête de rebrous- 
sèment de la surface qui représente le mouvement de gauche aura un 
point de rebroussement, de sorte que le développement (90) et le dévelop- 
pement cherché devront être modihés en conséquence. 

Il est également clair que la question deviendrait notablement plus com- 
pliquée s'il fallait tenir compte de l'objection d'Hugoniot. Non seulement, 
en effet, on aurait deux nouvelles surfaces à trouver et non point une seule, 
puisqu'il s'établirait au point origine du phénomène une discontinuité 
stationnaire portant sur les dilatations ; mais comme nous l'avons dit au 
n° !^il, aucune de ces surfaces ne satisferait à Féquation aux dérivées par- 
tielles (8) : cette équation serait remplacée par une équation de la forme 
(6) dans laquelle la valeur de k serait, non seulement une fonction de a, 
mais une fonction inconnue de cette quantité, fonction dont la forme 
dépendrait des diverses quantités qui figurent dans les équations (91) et 
suivantes. 

Par contre, en restant au point de vue de Riemann^ notons qu'on pourrait 
espérer une simplification de la question en donnant à m la valeur 1, 4 
pour laquelle (n° 175) l'équation (8) s'intègre explicitement. 

^35. — D'après ce qui précède, le phénomène de Riemann-Hugoniot 
donne naissance à deux ondes se propageant en sens inverse. Comme nous 
l'avons déjà remarqué (n° 222), on obtient ainsi, par réflexion sur le pis- 
ton et rencontre d'ondes se propageant avec des vitesses différentes, toute 
une série d'états nouveaux du fluide. Doit-on admettre avec Hugoniot que 
tous ces états tendent vers un état limite commun^ celui que l'on obtien- 
drait en communiquant brusquement au piston la vitesse V qu*il acquiert 
en réalité par une accélération progressive ? 
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On ne pourrait évidemmeni, répondre d'une façon générale à cette ques- 
tion qu'en faisant tout d'abord une étude approfondie du premier mouve- 
ment qui prend naissance à la suite du phénomène de Riemann-Hugoniot, 
ce que la méthode précédente ne permet pas d'obtenir. Nous nous conten- 
terons donc de répondre à la question dans un cas où cette première étude 
est toute faite, celui qui a été considéré au n° ^O!^ et où la loi d'accélération 
est telle que toutes les ondes successives nées au contact du piston se 
rattrappent en un même point. De plus, nous ne tiendrons pas compte de 
l'objection d'Hugoniot et nous supposerons la loi de Poisson toujours 
applicable. 

Dans ces conditions, nous savons qu'à l'instant T où les ondes se rejoi- 
gnent naît une discontinuité du premier ordre. Si, après avoir atteint la 
vitesse V en accélérant son mouvement suivant la loi indiquée au n*^ S05Î, 
le piston se meut ensuite uniformément avec celte vitesse, les mouvements 
entre lesquels a lieu la discontinuité en question seront tous deux repré- 
sentés par des équations de la forme (81) (w étant calculé, pour le 
mouvement de gauche, par l'équation (54) et étant égal à 1 pour le mou- 
vement de droite). Dès lors, on pourra prendre pour le mouvement 
intermédiaire une équation de la même forme, avec une vitese ii^, une 
dilatation w.^ et une pression ^^^ qui s'obtiendront comme il a été indiqué 
aux n°« ^13-214. 

Ainsi qu'il a été constaté plus haut (n^ 21 T), la pression qi sera com- 
prise entre la pression p.^^ du mouvement de gauche et la pression primitive 
Pq, Au contraire, ii^ sera non seulement positif, mais supérieur à V. L'état 
intermédiaire du lluide sera représenté par un point de la courbe (2'), — 
point que nous désignerons, pour abréger, par la lettre q^ qui représente 
la pression — lequel sera intermédiaire entre le point p^ qui correspond à 
l'état de repos, et le point p^ qui correspond au mouvement de gauche, le 
point q^ {flg, 17) sera d'ailleurs déterminé par l'équation 



où q^p^, 9.1 Pi désignent les distances hyperboliques définies au n° 314. 
Lorsque Tonde rétrograde par laquelle l'état {q^, xjj^) se propage dans 
l'état (p^, o-)i) atteint le piston, elle donne naissance, par reflexion, à un 
nouvel état [p^, w^) défini par la double condition d'être compatible avec 
le premier état intermédiaire, et de correspondre à une vitesse égale à Y, 
La vitesse de propagation devant être positive, on verra, comme il est 
expliqué au n^ 221, que la pression p^ est inférieure à q^ et que, d'autre 
part, la distance hyperbolique q^p^ est égale ku^ — V, c'est-à-dire àg^^i. 
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On voit que ce point 7^3 peut être considéré, en un certain sens, comme 
le symétrique de pi par rapport à q^, de sorte que la réflexion se traduit 
ici par un certain renversement des différences de pression. 

!^36. — Soit P le point de la courbe (2') tel que Pp^ soit égal à V, la 
pression P correspondante étant supérieure hp^. 

Je dis que p^ ^^t inférieur à P. 

C'est ce qui résulte du lemme suivant relatif aux distances hyperboliques : 

Soit P1P2P3 ^" triangle tel que les longueurs hyperboliques de ses côtés 
soient toutes trois réelles. Alors la plus grande de ces longueurs sera au 
moins égale à la somme des deux autres, Tégalité n'ayant lieu que si les 
trois points sont en ligne droite. 

Supposons, en efîet, pour fixer les idées, Pi > P2 > Pz ^^' P^"" consé- 
quent, wi <; «2 <C W3, de sorte que la plus grande des trois longueurs 

/l 

hyperboliques sera p^^g = 4 / -~ (p^ — p^) (w^ — to^) . Alors l'inégalité à 

\ Po 

démontrer pourra s'écrire (une fois élevée au carré) 

> p~^ (\/Pl " P2 V^^2 — ^'^1 + ^V2 ~ P3 V/^3 — ^2)' 

et, sous cette forme, résulte de l'identité bien connue de Lagrange appliquée 

aux quatre quantités \/p^ — p^» v P2 — Pzi v ^2 ~~ ^o V ^3 — ^2- 

En vertu de cette même identité, l'inégalité n'est remplacée par une 
ité que si l'on a 



S'Pi — P2 Vo^3 — ^2 ^ ^V-2 — Pz V^^2 — W, rrr 0, 

ce qui est la condition pour que les trois points soient en ligne droite. 

Notre conclusion est donc démontrée. Elle peut, bien entendu, s'énoncer 
encore ainsi : Chacune des longueurs hyperholiques des côtés du triangle, 
à V exception de la plus grande, est inférieure à la différence des deux 
autres, 

^Sf. — Ceci étant établi, considérons le triangle p^q^p^- Dans ce 
triangle, on a ^^p^ — q^p^z=. V = PjOo- Etant données les situations res- 
pectives des trois sommets du triangle,] ceci montre que le troisième 
côté p^Pq est inférieur à Pp^, ce qui entraine bien Pg << P. 
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!^38« — L'onde ainsi née par réflexion sur le piston va se propager avec 
une certaine vitesse, laquelle est certainement supérieure à celle de la dis- 
continuité q\ii existe entre l'état (g^, w^) et l'état primitif de repos. En effet, 
les vitesses de propagation de ces discontinuités dépendent des coefficients 
angulaires des cordes joignant les points re- 
présentatifs des états entre lesquels elles ont 
lieu. Dès lors, en raison de la convexité de la 
courbe (2'), ces vitesses croissent avec les 
pressions. Or, la pression p^ est supérieure 

Dans ces conditions, la nouvelle onde rat- 
trapera assurément la primitive : a et ^ étant 
considérées comme des coordonnées planes 
(ainsi qu'il a été déjà fait à la fig. 10), la 
marche de ces deux ondes sera celle qui est 
représentée fig. 16. En leur point de concours 
naîtra un nouvel état intermédiaire, caractérisé par une pression q^, une 
dilatation m^ et une vitesse ic^* 




f'ig-K) 



p.^ Pq étant cette fois inférieur à V, q^ sera compris entre p^ et P, et déter- 
miné par la condition 



q^Pç,-\-q.P2 = V. 
Soient maintenant jDg et Wg la pression et la dilatation qui prendront 
naissance par réflexion lorsque Tonde rétrograde {q^, w^, u^ rencontrera 
le piston, p^ sera supérieur à q^ (parce que it^ est 
inférieur à V) et l'on aura 




^2p^ = V • 



u^. 



de sorte que q^p^ est égal à q^p^ {fig. 17). 

La pression pg est supérieure 

à P. C'est ce que Ton voit dans 

Po le triangle p^ q^P'^, dans lequel 

""""""" le plus grand côté est Pop]^ V^^' 

dant que la somme des deux 



Fig 17 
autres côtés est égale à Pp^. 

Dès lors, la même série de phénomènes va recommencer. Pour la même 
raison que tout à l'heure, l'onde qui propage la nouvelle pression /^g rejoin- 
dra celle qui propage la pression q.^ et, en leur point de rencontre, prendra 
naissance une nouvelle pression q^ comprise entre q^ et P : celle-ci engen- 
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drera par réflexion sur le piston une pression /^^ comprise enire p^ et P; 
et ainsi de suite. 

Les pressions p^, pg, .... p^^i-i ..••? sont supérieures à P et vont en 
décroissant : elles tendent donc vers une limite, et il en est de même pour 

Çi, q^, .... q2n—i Pareillement, p^^ p/^ — P2n .... vont en croissant et 

restent inférieurs à P : ils tendent vers une limite ainsi queq^y q^, ... q2n, 

Nous allons enfin constater que ces limites sont toutes quatre égales à P. 

En effet, le triangle Ppi q^ nous donne d'abord 

p"$^ + '^7p 1 = f^~^ -+- ^ < P p 1 ; 

puis le triangle V q^ p^ donne 



En retranchant membre à membre ces deux inégalités, il vient 



Autrement dit, les quantités P^'^, P^^^ sont inférieures à la différence 
P Pi — Pps- D'une manière générale, les quantités P^/on-j, P^2n+i sont 
inférieures à Ppgn — i — Pp2n-\~\ * elles tendent donc vers lorsque n aug- 
mente indéfiniment, d'où résulte que q^n-i et g2n tendent vers P. D*ailleurs 
la relation 



qiPi^, =-± (P/>o — qiPÙ 

montre qu'il en est de même pour p. Or, la pression P est celle qui s'éta- 
blirait^ d'après les considérations du n° ^31 , si le piston passait sans 
transition de la vitesse à la vitesse Y. Nous constatons donc, conformé- 
ment aux vues d'Hugoniot, que cette pression est bien la même qui se 
produit finalement par le jeu des réflexions successives. 



Hosted by 



Google 



CHAPITRE V 



Ll^.S MOUVEMENTS DANS L'ESPACE 



S39. — • Après nous être occupés, dans le chapitre précédent, du mou- 
vement d'un gaz en supposant que ce mouvement est exclusivement 
rectiligne, reprenons les équations du mouvement à trois dimensions, 
autrement dit, les équations 

p ô^~~^ "~" w 
z 

Nous avons vu, au chapitre III, qu'entre ces équations et les conditions 
à la paroi, existait une contradiction apparente. Mais la discussion présen- 
tée plus haut dans le cas du mouvement rectiligne nous montre comment 
cette difficulté doit être éclaircie. L'accord entre les deux séries de condi- 
tions est maintenu grâce à la production de discontinuités qui naissent au 
contact de la paroi et se propagent au sein du fluide. De pareilles ondes 
prendront naissance chaque fois que les accélérations d'ordre quelconque 
de la paroi seront différentes de celles qui résulteraient des équations 
internes du mouvement, et seront d'un ordre égal à celui des accélérations 
pour lesquelles cette discordance aura lieu. Au cours d'un mouvement 
quelconque, elles se produiront lorsque l'accélération ou l'une des accélé- 
rations d'ordre supérieur de la paroi deviendra discontinue par rapport au 
temps. 

Etudions donc la propagation d'une discontinuité dans le gaz en suppo- 
sant pour fixer les idées, qu'elle soit du second ordre. La pression étant 
Hadamard 15 
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supposée fonction de la densité, les équations du mouvement s'écriront 
encore : 



(1') 



dp ôlogp ^ 

do 'àx 

dp ô log p Y 

do ^y 

dp d;sr " "^ 






De part et d'autre d'une discontinuité de second ordre, les composantes 
de l'accélération prendront deux séries de valeurs 









et les dérivées de la densité deux séries de valeurs 



WJ, \byj, WJ, \hc 



ôp \ l'àp \ /ôp 



^y/2 



Les unes et les autres satisferont aux équations précédentes. Les 
composantes de la force étant supposées continues, si Ton retranche 
membre à membre les unes des autres les relations ainsi obtenues, il 
viendra 



dp 
do 



dp 

dp 



dp 
do 



r I n 

ô log - r-^„ _, 



Soient X, [jl, v les composantes de la discontinuité rapportées à Vétat 
actuel pris comme état initial] Q, la vitesse de propagation. Les variations 
des composantes de l'accélération seront, XO^, ^6^, vô^. Celles des dérivées 

1 

de log - seront données par les formules (63) du n° 1 1 1 : on aura donc 
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en désignant toujours par a, p, y les cosinus directeurs de la normale à la 
surface de discontinuité S, 

i a ^ (Xa + ^p + v^f) = W, 
(2) pg(Xa+H.?+-rr) = 1^9% 



dp 
dp 

do 



(Xa + |jlP -I- vy) = vG'-^. 



X, jji, V ne sont pas nuls simultanément, sans quoi la discontinuité ne 
serait pas du second ordre, mais du troisième. Si donc G est différent de 0, 
il en est de même de l'un au moins des seconds membres des équations 
précédentes; et l'on voit que ces seconds membres sont proportionnels 
à a, p, Y. 

Ainsi, dmis un gaz^ toute discontiniùtè du second ordre qui se propage 
est (115) longitudinale. 

D'autre })artj la quantité Xa H- [jl^ -+- vy qui, dans le cas général, repré- 
sente la projection de la discontinuité sur la normale de la surface d'onde, 
n'est ici autre que la grandeur même de cette discontinuité ; et, en la mul- 
tipliant successivement par a, p, y ^^ obtient ses projections sur les axes 
coordonnés, c'est-à-dire X, |jl, v. Les équations (2) se réduisent donc à 

(3) G2=::^i 

^ ^ dp 

Ainsi, la vitesse de propagation de la discontimiité rapportée à l'état 
actuel, a pour valeur \/ ~f-' 



^40« Si on voulait avoir la vitesse de propagation G^^ rapportée à un état 
initial quelconque (a, 5, c), il faudrait diviser G par la dilatation normale 
à l'onde, dans le passage de cet état à l'état actuel. En désignant par 
cp {da, dh, de) la forme quadratique introduite au n° 51 et par «ï> la forme 
adjointe de ^, par pQ la densité de l'état initial, on aurait (*) 

^^^ ' ~~ ?l dp t? ^ fV -H f^ 



(1) Voir la note de la page 92. 
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Quant à la vitesse de déplacement T, comme elle est liée à 6 par l'équa- 
tion (54) du n° 100, on a 

(5) T = y/| + «a + .p+,.rv, 

u, Vf IV étant les composantes de la vitesse. 

â4i« — Il nous reste à examiner Thypothèse 6 = 0. Les équations (2) 
donnent alors Xa -h [Jip -H vy = 0. Autrement dit, la discontinuité est 
transversale. 

Un gaz pourra donc offrir : l'' des discontinuités longitudinales se propa- 



geant avec la vitesse \ / -J~ \ 2° des discontinuités transversales station- 
11 aires. 

^4^» — Nous avons supposé, pour fixer les idées, la discontinuité du 
second ordre. Mais les résultats que nous venons d'obtenir subsistent en ce 
qu'ils ont d'essentiel pour un ordres supérieur à 2. Supposons, en effet, 
— ce que nous avons évidemment le droit de faire — , a différent de ; et 
différencions les équations (!') n -— 2 fois par rapport à oo. Les termes 
contenant les dérivées partielles d'ordre n seront seuls affectés par la dis- 
continuité. Or, au second membre, ces termes proviennent exclusivement 

ce '^/>- 2i 

de la différenciation de -t^-t' ^.9 ' ^ctx ; et, au premier, il faut, pour en 

or 6r or ^ ^ 

obtenir, faire porter tout le poids de la différenciation sur les facteurs 

5 log p ô log p ô log p ^ ,... X • 1> r 2 P 

o_i_, — o_j. , o_L^ Dans ces conditions, et si Ion a eorard aux for- 

mules (57), (57'), (63) du chap. Il, on voit que les équations auxquelles 
on parvient ne sont autres que les relations (2), les deux membres de 
chaque équation étant simplement multipliés par a^-^. Donc, comme pré- 
cédemment, nous pourrons avoir, d'une part, des discontinuités longitudi- 
nales se propageant avec la vitesse \/ -j~\ d'autre part, les discontinuités 
transversales stationnaires. 

Ainsi que Ta remarqué Hugoniot, il en est encore de même dans des 
conditions un peu plus générales. Nous avons vu plus haut que, dans cer- 
tains cas, p pouvait être fonction non seulement de p mais encore de a^h,ci 
C'est ce qui se produit, par exemple, lorsqu'à aucun moment le gaz n'a été 
homogène, ou lorsqu'il s'y est produit des ondes du premier ordre, 
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Que deviendront^ dans ces conditions, les équations (1') ? On voit 
immédiatement (en se reportant aux équations (1)) qu'elles seront modi- 
fiées respectivement par l'addition des termes (^) 

p X'àa bx ô6 ^CG ôc hxj 

Or, ceux-ci ne contiennent que des dérivées du premier ordre de x, y, z 
par rapport à a, &, c, t et, par suite, n'éprouveront aucune discontinuité. 

Donc, les formules (2) subsisteront, la quantité -~ étant, bien entendu, 

remplacée par la dérivée partielle Ae p par rapport à p. Cette dérivée don- 
nera donc encore le carré de la vitesse de propagation. 

Il en serait encore de même si les forces X, Y, Z dépendaient de la den- 
sité (à Texclusion de ses dérivées) ou contenaient d'une façon quelconque 
les dérivées premières de oo, y, z. 

!S48. — Nous venons de voir que la vitesse de propagation s'exprime 
par une racine carrée et est par conséquent, susceptible d'un double signe. 
Il semble donc au premier abord qu'à un instant quelconque le sens de 
cette propagation soit indéterminé. 

11 est cependant à peu près évident a priori que ce sens ne saurait être 
tout à fait quelconque, qu'il ne saurait, par exemple, changer brusquement 
au cours du mouvement. En fait, il est aisé de voir que, pour une discon- 
tinuité donnée, 6 a un signe parfaitement déterminé. Cette quantité doit- 
en effet, satisfaire non seulement à l'équation (3), mais aux conditions de 
compatibilité 



(6) 



i[â]=— [5,]=-.' 



- X, 



du n*^ 108. Dans ces dernières, il est la seule inconnue et est, par suite, 
donné sans ambiguïté, puisqu'il y figure au premier degré. 

S44. — Si Ton n'avait pas les équations (6) ainsi que (2), (3), c'est 



(1) Dans ces termes les dérivées -P y -^, ^ sont déduites de l'équation qui donne j3 
en fonction de p, a, b, c considérés comme quatre variables indépendantes. 
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qu'il n'y aurait pas compatibilité. Nous savons alors que la discontinuité 
ne pourrait pas rester unique et nous pouvons nous proposer d'étudier ce 
qui se produira dans ces conditions. Mais avant de procéder à cette recherche, 
nous avons à parler du cas des liquides. 

Pour ceux-ci, ainsi que nous l'avons remarqué précédemment (n° 1 30), 
il ne peut y avoir de discontinuité normale, ni même de discontinuité ayant 
une composante normale, puisque celle-ci influerait sur les dérivées de la 
densité. 

Nous allons voir, d'autre part, qu'une discontinuité normale pourrait 
seule se propager. Nous pouvons même énoncer ce résultat sous la forme 
générale suivante : 

Bans un milieu en moicvement, si les composantes de V accélération 
so7it égales, à des quantités continues près, aux dérivées partielles {par 
rapport aux coordonnées actuelles) cVune même quantité partout con- 
tinue ^, il ne 2^ eut se propager que des discontinuités {du second ordre) 
normales. 

En effet, les variations des composantes de l'accélération sont/J^, \x^^^ v6- 

5*1^ 5*î* 5^ 

et doivent être essaies aux variations de - » — » — . Or, celles-ci, puisque ^ 

^ ôj; ô?/ ô^ '11 

est supposé continu, doivent être, d'après le lemme du n° ^3, propor- 
tionnelles à a, p, y. Il en est donc de même de X, fx, v si 6 estditTérent de 0. 

On voit donc que le saut d' accélération est normal^ et ce résultat est 
obtenu sans qu^il soit 7iécessaire de faire intervenir la compatibilité, ni 
aucune hypothèse autre que la continuité de * à l'instant considéré. 

Si maintenant nous admettons qu'il y a compatibilité, avec une vitesse 
de propagation différente de zéro, nous savons que la direction du saut 
d'accélération est aussi celle du segment caratéristique (X, \i, v). 

Le lemme que nous venons de démontrer s'applique immédiatement au 

cas qui nous occupe, la quantité ^> étant ici ~, en vertu des équations (1). 

P 
On remarquera que même s'il n'y a pas compatibilité ou même si la dis- 
continuité est du premier ordre et non du second, sous la seule condition 
de supposer la pression partout continue, le raisonnement précédent montre 
que la variation brusque d' accélération est un segment iiormal à Vonde. 

^45« — Il est aisé de généraliser à une discontinuité d'un ordre quel- 
conque n. Dans ce cas la variation de l'accéléralion d'ordre n dépend (^) de 

0" - - / On \ ô /o"'~-p\ 

(ij On n'a pas .,~i7 ( ^ ) = ;;,:~ { ^7n^:T ) ' ^^^^isla différence de ces deux expressions 
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celles des dérivées de gT^^. Or, les dérivées (n — - 2)èmes ^^ p ^^^ rapport 

à oc, y, z, pouvant s'exprimer en fonction des dérivées d'ordre n — 1 des 
coordonnées, sont continues dans l'hypothèse actuelle et il en est de même 
pour les autres dérivées {n — 2f^^^ de p, en vertu de la proposition fonda- 

mentale du n° 9T. On peut donc appliquer à ^-_l le lemme précédent, et 

déduire de là que la variation d'accélération d'ordre n est un segment 
normal à l'onde. 

!!^46. — Si maintenant on fait intervenir les conditions de compatibilité, 
on voit que la composante tangentielle de la discontinuité, et, par consé- 
quent, celle-ci tout entière sont nulles s'il y a propagation. 

Il est donc établi que le mouvement d'un liquide ne peut présenter que 
des discontinuités à la fois stationnaires et tangentielles. 

^47. — Le lemme qui vient d'être utilisé est d'ailleurs également 
applicable aux gaz, en prenant pour <ï> la quantité l —, qui est une fonc- 
tion de^. Le fait, précédemment constaté, que toute discontinuité qui se 
propage dans un gaz est normale, est donc, comme on le voit, une consé- 
quence de celui-ci, que les accélérations dérivent d'un potentiel. 

î^48« — Reprenons maintenant, comme au chap. Ifl, un liquide dans 
lequel on donne les positions et les vitesses des différentes molécules, et 
supposons que ces données présentent, le long d'une certaine surface S, 
une discontinuité du second ordre, laquelle sera, par conséquent, connue 

en chaque point en ce qui concerne les dérivées d'indice zéro ^^-^ , .... et les 
dérivées d'indice un rs — k^, Nous ne supposons d'ailleurs pas que les 



ôa 



U 



conditions de compatibilité soient vérifiées. Mais, par contre, les condi- 
tions identiques le sont nécessairement, puisque la discontinuité est 
du second ordre tout le long de S. Nous aurons donc en chaque point de 
celle-ci deux segments donnés, dont les directions ne sont pas nécessaire- 



(comme on le voit en exprimant le symbole -^ en fonction de ^ et développant) ne 

comprend que les dérivées des coordonnées jusqu'à Tordre n — i et les dérivées de 
la pression jusqu'à l'ordre n — 2, toutes quantités continues dans nos hypothèses. 
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rneat les mêmes. Quelles seront, dans ces conditions, les discontinuités 

S^j? o^V ^^s ^ 
éprouvées par p . g| - g^ ? 

Nous nous placerons d'ailleurs, pour répondre à cette question, dans 
l'hypothèse où il ne se creuse pas de cavités à Tintérieur du fluide et où, 
par conséquent, les deux régions situées départ et d'autre de S restent for- 
cément contigues Tune à l'autre pendant toute la durée du mouvement. 

La question se simplifie notablement en raison des propriétés physiques 
particulières aux fluides. Ceux-ci ne conservent en effet aucune trace de 
leur état initial, si ce n'est que la densité ne cesse pas d'être donnée par 
l'équation (3') du n° 47. 

Dès lors, la restriction apportée au choix de l'état initial au n^ 45^^^ cesse 
d'être nécessaire : on peut indifféremment substituer l'un à l'autre deux 
états initiaux tels que les dérivées des coordonnées de l'un par rapport 
aux coordonnées de l'autre présentent des discontinuités ou des singularités 
quelconques pourvu que le déterminant fonctionnel des anciennes coordon- 
nées par rapport aux nouvelles soit continu ainsi que ses dérivées. 

Or, dans le cas actuel, les positions données des molécules doivent évi- 
demment être choisies telles que la densité soit constante. 

Donc, quoiqu'il y ait discontinuité, nous pouvons prendre, pour tout le 
fluide, l'état actuel comme état initial et, par conséquent, annuler le seg- 
ment qui correspond aux dérivées d'indice zéro. 

Pour voir ce que sera, dans ces conditions, le segment (Xj, [i^, vj qui 
correspond aux dérivées d'indice un, nous devons nous rappeler que les 
vitesses sont nécessairement choisies telles que la dérivée de la densité par 
rapport au temps soit partout nulle. Si alors nous nous reportons au calcul 
de la variation de cette dérivée, tel qu'il a élé fait au /^° 1 1 l>^^ (les con- 
sidération-^ du n*^ 111 ne peuvent être invoquées ici, puisqu'il n'y a pas 
compatibilité) nous voyons que le segment (X^, [x^, v J doit être tangent à 
la surface S. 

Quant à l'accélération, elle n'é'proitvera aucune discontinuité (si l'on 
écarte toujours le cas où le fluide se creuserait de cavités). En effet, nous 
avons vu précédemment (n° ^44) qu'en vertu des équations du mouve- 
ment_, une telle discontinuité devrait être normale et, d'autre part, nous 
savons qu'elle devrait être tangentielle, sans quoi, elle ne saurait subsister 
qu'en se propageant, ce qui est impossible. 

!^49. Mais on peut aller plus loin et affirmer, non seulement que les 
accélérations de tous les ordres sont continues, mais encore que la discon- 
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tinuité donnée ne donne lieu, dans la suite du mouvement, à aucune 
discontinuité absolue. 

Pour le voir, rappelons-noas les considérations du n° !^44, d'où résulte 
que le saut d'accélération, dans la discontinuité considérée, est nécessaire- 
ment normal. Cette conclusion subsiste lors même qu'il y a saut de 
vitesse» 

Soient alors ^^ t]' des coordonnées curvilignes sur la surlace de discon- 
tinuité, coordonnées qui définissent une molécule quelconque de cette 
surface appartenant à la région 2 ; ^, r^ les coordonnées curv^ilignes, à l'ins- 
tant tç^ de la molécule de la région 1 qui, à Tinstant ^, coïncide avec la 
molécule (ç', V) de la région 2. Pour l' , r^' données, ? et y] sont des fonctions 
de t. La condition que le saut d'accélération soit normal donne, pour ces 
fonctions, deux équations différentielles du second ordre, lesquelles sont 
évidemment vérifiées lorsque l et r^ sont constants (^). C'est, dès lors, néces- 
sairement, cette dernière circonstance qui se produira si, à un instant déter- 
miné, les deux dérivées -r,'» jt sont nulles : ce que nous voulions établir, 

î^50. — Il est aisé de vérifier^ sur des exemples simples de discontinuités 
portant sur les tourbillons, c'est-à-dire de discontinuités transversales 

portant sur les dérivées de la forme ^-i;:,, .... l'existence d'un mouvement 

sans discontinuité absolue. 

Prenons, par exemple, un mouvement à deux dimensions défini par la 
double condition : 1° de se réduire, dans tout le volume d'un certain cylindre 
de révolution G dont l'axe est vertical, à une rotation uniforme autour 
de cet axe ; 2'' d'avoir une rotation moléculaire nulle dans tout l'espace 
restant. Les méthodes connues de l'Hydrodynamique montrent que, dans 

ces conditions, il existe un potentiel des vitesses égal à k arc tg ^ , k étant 

une constante et l'axe des z étant l'axe de C. La vitesse sera alors perpen- 
diculaire au plan mené par le point {x, y) et l'axe, et inversement propor- 
tionnelle à la distance r r=r s/xP' -h }f . Chaque point extérieur à G décrira 
donc une circonférence et tournera, pendant un temps t^ d'un angle égal 

, k . 
'd -n t. 



(1) Voir la note III à la fin du volume. 
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De plus, la vitesse devant être continue à l'origine du mouvement, la 
constante k aura dû être calculée de manière à ce que, à la surface du 
cylindre, la vitesse angulaire soit la même que celle des points intérieurs. 
Dans ces conditions, il est clair que les points inté- 
rieurs et extérieurs qui seront en contact les uns avec 
les autres seront les mêmes à tout instant. 

Par contre^ la surface du cylindre sera évidemment 
le siège d'une discontinuité du premier ordre portant 

sur les dérivées ^— , Seulement, cette discon" 

oa 

tinuité ne serait pas physiquement appréciable. Elle 
n'existerait pas à un instant quelconque, considéré en 
lui-même, mais serait uniquement relative aux posi« 
ï^^ê- 1^ lions à deux instants différents comparées les unes 

aux autres. Autrement dit, une ligue à tangente continue, telle que celles 
qui sont représentées sur la flg. 18, traversant la surface du cylindre, 
serait remplacée, aux instants suivants par une ligne ; 

ayant l'allure représentée sur la flg. 18^^^ 

L'existence d'une discontinuité de cette espèce ré- 
sulte bien, dans le cas général, des considérations qui 
précèdent : nous savons (n° 93) qu'une discontinuité | 
station naire du second ordre affectant les dérivées 
d'indice un donne naissance à une discontinuité du 
premier ordre portant sur les dérivées d'indice zéro. 

!^ol. — Revenons maintenant au cas des gaz. 
Soient encore données les positions et les vitesses des 
molécules avec une discontinuité du second ordre en tous les points d'une 
surface S, les conditions identiques étant vérifiées, mais non les conditions 
de compatibilité. 11 existera donc, en chacun de ces points, deux segments 
(X, u, v) et (X^, |jLi, Vj) correspondant respectivement aux dérivées d'indice 
zéro et d'indice un. 

Plaçons-nous d'abord dans un cas particulier, celui où ces segments sont 
tous deux normaux à S. Alors on peut déterminer deux discontinuités nor- 
males se propageant, l'une avec la vitesse 6 donnée par la formule (3), 
l'autre avec la vitesse — 6. dont la superposition produit la discontinuité 
donnée. 

Soient, en effet, ^ et V les grandeurs de ces deux discontinuités; h et A' 
les grandeurs des segments donnés, (À, \x^ v) et (X^, u^, v^) comptés comme 
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positives ou comme négatives suivant leur sens. Il est clair qu'on devra 
avoir 

et que, réciproquement, si ces deux conditions sont vérifiées, les ondes de 
grandeur l et V sont bien celles que nous cherchons. 

Or, les deux équations précédentes sont évidemment toujours résolubles 
par rapport h l ç^\ V , 

!!^5^. Pour traiter le cas général, il suffit de combiner ce que nous venons 
de dire avec les résultats obtenus dans le cas des liquides. 

Nous sommes libres de prendre Tétat initial que nous voudrons, pourvu 
que la densité et ses dérivées y soient continues. Nous pourrons dès lors, 
en faisant coïncider cet état initial avec l'état actuel dans la région 1, le 
définir dans le région 2 de la façon suivante : 

Considérons chaque point M de la région 2 comme défini par sa distance 
normale Mm == 8 à S et par la position du point m. Sur la même normale 
à S, portons une nouvelle distance Mm^ = %. Nous pourrons évidemment 
choisir cette dernière en fonction de la première et de la position de m, de 
manière que, si Ton imagine chaque molécule de la région 2 transportée 
de sa position véritable M à la position M^ correspondante, la densité 
devienne continue ainsi que foutes ses dérivées. C'est l'état fictif ainsi 
obtenu que nous prendrons pour état initial. 11 est clair qu'alors le segment 
(X, (JL, v) sera normal à la surface de discontinuité. 

Nous pourrons, d'autre part, décomposer le segment (X^, \xi, v^) en sa 
partie normale et sa partie tangentielle. Si nous faisons d'abord abstraction 
de cette dernière, nous serons ramenés au cas que nous venons d'étudier, 
et nous trouverons deux feuillets de discontinuité se propageant en sens 
opposés avec la vitesse 6. 

11 suffira, dès lors, d'adjoindre à ces deux ondes la discontinuité produite 
par la composante tangentielle du segment (Xi, p.^, vj). Celle-ci est forcé- 
ment stationnaire. On pourra lui appliquer sans modification les raisonne- 
ments présentés dans le cas des liquides. Les accélérations de tous ordres 
resteront donc continues lorsqu'il ne subsistera plus que cette troisième 
discontinuité : le résultat produit sera une déformation du premier ordre 
de l'une des régions par rapport à l'autre, ainsi qu'il a été expliqué tout à 
l'heure. 
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S53. — C'est d'une manière tout analogue que Ton déterminera l'état 
qui prend naissance au contact de la paroi lorsque l'accélération normale 
de celle-ci sera en discordance avec celle qui résulterait des équations 
internes du mouvement, comme nous l'avons expliqué aux n°^ 139-140. 
Nous aurons alors à faire intervenir une discontinuité normale se propa- 
geant avec la vitesse b = t / -J~ vers l'intérieur du fluide. La grandeur l 

de cette discontinuité sera déterminée par la condition que ZG^ soit égal à 
la différence des deux valeurs de l'accélération normale, /étant ainsi cal- 
culé, on n'aura plus qu'à appliquer les formules du ch. II pour obtenir les 
dérivées du second ordre au contact de la paroi, puisqu'on connait ces 
mêmes valeurs avant la naissance de la discontinuité. 

^54. — Les résultats les plus importants qui aient été obtenus jusqu'ici 
en Hydrodynamique sont, comme on sait, relatifs à la conservation des 
tourbillons et, par conséquent, à celle du potentiel des vitesses, lorsqu'il 
existe. 

Or, les composantes du tourbillon sont formées avec les dérivées partielles 
du second ordre de x, y, z par rapport à a, &, c, t. On doit donc se deman- 
der si les théorèmes qui les concernent ne sont pas mis en défaut lors du 
passage de nos discontinuités. 

La réponse est négative ; elle résulte immédiatement de ce que les discon- 
tinuités hydrodynamiques sont normales. Comme telles, elles n'affecteront 
pas la rotation moléculaire, dont la variation est proportionnelle (n'' 114) 
à la composante tangentielle de la discontinuité. 

S55« — Au reste, le même fait se reconnaît (^) par la considération de 

l'intégrale | udx -h vdy -H n^d% q\x circulation, qui fournit, comme on 

lésait P), la démonstration la plus simple des théorèmes, dont nous parlons, 
ceux-ci revenant à la conservation de cette intégrale au cours du mouve- 
ment, lorsquelle est prise suivant un contour fermé C. 



(^) Nous nous contenterons d'indiquer sommairement la marche de ce raisonne- 
ment tout analogue à celui qui sera exposé plus loin, dans la note III à la fin du 
volume. 

(2) Thomson, Cambridge Trans , 1869; Basset, Hydrodynamique, t. I. p, 70-73; 
DuHEM, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. I, p. 108-115 ; Poincaré, Théorie 
des Tourbillons, ch. I ; Appell, Traité de Mécanique, t. III, ch. xxxv, etc. 
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La question est donc de savoir si l'intégrale en question, qui garde 
nécessairement la même valeur tant que le contour G reste dans une région 
où le mouvement est bien continu, peut en changer lorsque ce contour est 
traversé par une onde. 

Or, pendant un intervalle de temps dt^ Tinfluence d'une discontinuité ne 
s'exerce que sur les arcs s de G compris entre les deux positions occupées 
par l'onde au commencement et à la fin de cet intervalle : arcs dont la 
longueur est de l'ordre de dt. D'autre part, si Ton écrit l'intégrale sous la 
forme 




(8) / [u'^-^v^^-^io'^)d- 



ïz. 



{'z étant un paramètre qui définit une molécule déterminée de la ligne G) 

,, . doG dii dz . , , 1, j 

l expression ic -j- ^ v -,- -h w w~ ne variera pas brusquement sur 1 onde, 

puisque celle-ci est du second ordre. La quantitédont elle sera modifiée par 
la discontinuité, en un point quelconque d'un des arcs 5, sera donc de l'ordre 
de cet arc lui-même, et l'altération correspondante de ^intégrale (8), de 
Tordre de 5-, c'est-à-dire de dt^. Donc la dérivée de cette intégrale sera nulle, 
comme quand le mouvement était continu. 

On peut s'étonner du succès de ce raisonnement, étant donné qu'il ne 
fait point intervenir la direction de la discontinuité, et que, d'après le n° 
précédent le résultat actuel cesserait évidemment d'être vrai si celle-ci 
n'était pas normale. Mais il faut observer que (n° 247) l'orlhogonalité qui 
existe entre la direction de la discontinuité et celle de la surface d'onde 
revient à l'existence d'un potentiel des accélérations, laquelle a été utilisée 
lorsqu'on a établi la conservation des tourbillons dans le mouvement 
continu. 

!^56. — Outre les ondes d'accélération, il peut se produire comme nous 
l'avons vu, des ondes du premier ordre, ou ondes de choc. Nous avons 
même constaté que de telles ondes peuvent naître lors même que la vitesse 
de la paroi ne présenterait aucune variation brusque. Il est aisé d'établir, 
pour la propagation de telles ondes, des équations tout analogues à celles 
que nous avons écrites aux n«« 205-209 dans le cas du mouvement 
rectiligne. 

Soit (A, IX, v) le segment caractéristique de la discontinuité, l'état initial 
étant celui de la région 1 : la variation brusque de la vitesse sera (— a0, 
^~ p.6, — vô). Soit, d'autre part, [p] -== p.^ ^>^ p^ la variation de pression. 
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Appliquons le théorème des quantités de mouvement projetées à un petit 
cylindre compris entre une portion S de la surface d'onde au temps t et la 
portion correspondante de la surface d'onde à l'instant infiniment voisin 
t H-- dt. Ce cylindre étant considéré dans Tétat 1 du milieu_, sa hauteur 
sera 

dn ==: Qdt 

et sa masse 

p^BSdt 

Nous supposerons S très petit, mais cependant dt négligeable par rapport 
aux dimensions de S. Grâce à cette circonstance, nous pourrons négliger 
les pressions agissant sur la surface latérale de notre cylindre par rapport 
à celles qui agissent sur les bases. L'etTet des forces X, Y, Z serait égale- 
ment négligeable, comme nous l'avons vu au n° ^Oo. Si donc a, ^, y sont 
les cosinus directeurs de la normale à l'onde, lesquels ne varient pas brus- 
quement, il restera, puisque notre cylindre passe (*), pendant le temps dt, 
de la région 2 à la région 1 et, par conséquent, de la vitesse (iii — a6, 
v^ — [JL0, iv^ — vG) à la vitesse (ti^, v^, lo^ sous Faction des pressions nor- 
males opposées p^ et j^^» 

Ofi^t. A6 rrr: — a[p] ^dt, 
p,Ô 'èdt. (i.e r=: — (3 [p] ^dt, 

Ceci nous montre tout d'abord que la discontinuité est nécessairement 
normale. Sa grandeur ^est 

Le rapport des densités est donné par la formule (60) du n° 109. Si 
nous tenons compte de ce que la discontinuité est normale et de grandeur ^, 
il vient 

(10) 0^' - 1 = ^- 

On peut éliminer l entre ces deux équations et on obtient 

(11) L>] = Pie^(i-^) = fi9np.-pO- 



(1) Gomme au n» 2©5, nous supposons, dans le raisonnement, 6 positif, le résultat 
final étant, bien entendu, indépendant de cette hypothèse. 
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Cette formule correspond à l'expression (68) obtenue au n° 307 pour 
la vitesse de propagation. Elle a toutefois une fornae un peu différente en 
raison de ce que nous prenons pour état initial l'état actuel de la région 1, 
ce que nous n'avions pas fait dans le cas du mouvement rectiligne. 

*257. Nous avons encore à écrire l'équation d'adiabaticité. Si nous 
adoptions la loi de Poisson, cette condition serait simplement 

Pi ^P^ 

Pï ^^ p2 étant les deux pressions. 

Si, au contraire, nous suivons la voie indiquée par Hugoniot, nous 
aurons à écrire directement que la différence entre le travail total des 
pressions, lequel, évalué comme nous l'avons fait au n°S09, a l'expression 

cl% == p, {u^ a -H vi p H- îD^ y) — p2 [{u, ~ Xe) a -h [v.^ — uG) ^ 4- («^^ — vôjy] 

et la variation brusque de force vive est égale à la variation d'énergie 

1 

interne. Or, cette énergie, qui est, au facteur — -— r près, le produit du 

volume par la pression a, dans l'état i, la valeur — ^~-j Sdt et, dans 

l'état 2, où le volume est multiplié par —, la valeur '-- — ^^ Sdt, 
Nous aurons donc (en supprimant le facteur Sdt) 

[ ^ m — 1 V^^ ^' pj 

Gomme au n° 309 nous aurons à transformer cette équation de manière 
à la rendre indépendante du mouvement absolu du fluide. A cet efîet, nous 
n'aurons qu'à utiliser les équations précédemment obtenues 

U^ rrr: tC,^ — - laO, 

IV ^ = IV ^ — /vG, 

(où, ?ii, Vj, Wi; ^2» ^29 ^^'2 so^^ ^^s deux vitesses) qui nous donneront la va- 
riation de force vive par unité de massé \^[w^ ^ ^js ^ ^'^)J' 
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L'équation (12) devient ainsi 



m — 1 






et Ton voit bien alors que les termes en i^^ a -h Vi^ 4- to^^( s'éliminent en 
vertu de (9). Il reste (en divisant par 0, puis éliminant l et 6^ par le moyen 
des équations (9) et (10)) 

(13) £i+^.(p^_p^)=._L_-(p,p,^_p^p,j 

c'est-à-dire Téquation même que nous avions obtenue, pour le cas du mou- 
vement rectiligne, au n° î^09 (les quantités Wi et w.^ qui figurent en cet 
endroit étant inversement proportionnelles à p^ et à p^). 

!^o8« ■— La démonstration du n° 354, d'après laquelle les ondes d'accé- 
lération n'altèrent pas le mouvement tourbillonnaire, ne s'applique pas aux 
ondes de choc. Au contraire, en modifiant convenablement le raisonnement 
du n*" 355, on peut démontrer (^) que celles-ci sont capables de faire 
naître des tourbillons là où il n'en existait pas avant leur passage. 



(1) Voir la note III à la fin du volume. 
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CHAPITRE VI 



APPLICATION A LA THÉORIE DE L'ELASTICITE 



SoO. — Nous allons, dans ce chapitre, nous proposer d'étudier la pro- 
pagation des ondes non plus dans les liquides, mais dans les solides élas- 
tiques. Contrairement à ce qui se passait pour les liquides, il y a lieu, pour 
cette étude, de prendre pour état initial non plus l'état actuel, mais un état 
parfaitement déterminé, dit èiat naturel^ du corps considéré. L'état initial 
étant ainsi choisi, les tensions internes sont des fonctions des composanles 
de déformation e^, e^, £3, Yi» T25 Ts déPmies au n° 51. 

La distinction entre l'état initial et l'état actuel n'a d'ailleurs pas à inter- 
venir dans le cas le plus simple que l'on ait à étudier, celui où l'on suppose : 
1° que le corps considéré est homogène et isotrope ; 2° que les déformations 
qu'il suhit sont infiniment petites. 

Dans ce cas, les coordonnées a, b, e de l'état initial (c'est-à-dire de l'état 
naturel), coïncident sensiblement avec les coordonnées œ, y, z de Tétat 
actuel : on a 

^ = ^ -h '^, 

^ zrrz C -f- t, 

^, 7], Ç étant supposés très petits ainsi que leurs dérivées. Réduites aux 
termes infiniment petits du premier ordre, les composantes de déformation 
seront 

( s - ^ s - ^ e - ^i 
) ' —"ô^' '~^V' '"^'^ 



'^^ ~~X)Z~^ iy ' '^^ ~~ lx~^ ^z' '^'^ ~' hy '^ M)' 

Les équations du mouvement se déduisent, comme nous aurons l'occa- 
Hadamard 16 
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sion de le rappeler un peu plus loin, de la considération d'une certaine 
fouclioa des composantes de déformation appelée énergie élastique. Dans 
le cas de l'isotropie où nous nous plaçons maintenant, cette quantité a une 
expression de la forme 




JJJ "'^"*" 



où L et M sont deux constantes (^) telles que la forme quadratique W soit 
définie positive^ c'est-à-dire assujetties aux inégalités 

(3) M>0, 3Lh-2M>0. 
Les équations du mouvement s'écrivent 

(4) pg^=MAv)4-(L + M)^H-pY, 
[ pg=^ MAC H- (L + M) g -H pZ, 



0- étant l'expression 



M. 4- 5?- -1- ^ . 



telle que i -\- a représente la dilatation £^, et X, Y, Z les forces données 
rapportées à Funité de masse. 

S60. — ■ Les équations (4) sont, comme on voit, du second ordre 
en l, 0, C î elles font connaître les composantes de l'accélération dès 
que ly V), Ç sont donnés pour chaque valeur de a, h,c, c'est-à-dire dès qu'on 
donne les positions des molécules. 

Or l'expérience nous enseigne que, pour déterminer le mouvement d'un 
corps élastique, on doit se donner non seulement les positions et les vitesses 
des molécules à un instant donné, mais en outre une série de conditions 



(1) Nous désignons par L, M les coefficients que Ton nomme habituellement \^ jjl, 
ces dernières lettres étant employées ici avec une autre signification. 
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aux limites, telles que les mouvements des différents points de la surface 
du corps à tout instant, ou les pressions qui s'exercent à chaque instant 
sur cette surface. 

Dans ces conditions, nous rencontrons exactement la même difficulté 
que dans le problème de l'Hydrodynamique. 

Plaçons-nous, par exemple, dans l'hypothèse où l'on donne le mouvement 
de chacun des points de la surface. Nous connaîtrons dès lors, les accéléra- 
tions de ces points, et les valeurs trouvées pour ces accélérations sont 
entièrement indépendantes des équations internes : il n'y aura donc aucune 
raison pour qu'elles concordent avec celles qui résultent de ces équations. 
La contradiction est même plus complète que précédemment, puisque ce 
sont les valeurs mêmes des accélérations, et non plus seulement leurs com- 
posantes normales, qui sont données par les conditions aux limites. 

Gomme dans le cas de l'Hydrodynamique, la solution de cette difficulté 
doit être cherchée dans la production de discontinuités du second ordre qui 
naissent à la surface limite et se propagent dans l'intérieur du corps : c'est 
cette propagation que nous allons étudier. 

L'état actuel coïncidant sensiblement avec l'état initial, soient A, p., v les 
composantes de la discontinité rapportée à l'un quelconque de ces deux 
états ; G la vitesse de propagation, a, p, y ^^^ cosinus directeurs de la nor- 
male à la surface d'onde. Si, dans les équations (4), nous remplaçons les 
variations brusques des dérivées du second ordre par leurs valeurs tirées 
des formules du n*" 108, il viendra 

{ pXG2 =: MX H- (L H- M) a (Xa -H 

(5) I p[^62 =z Mil -H (L -f- M) p (Xa -+ 
( pvG^ = Mv -H (L -f- M) Y (Xa -h 

Si nous écrivons ces équations sous la forme 

(pQ2_M)X = (L -H M) a(Xa-f 
(pG2 _ M) PL = (L 4- JVI) p (Xa -F 
(p62 — M) V = (L + M) Y (Xa -f- 

nous voyons qu'elles sont entièrement semblables aux équations (2') du 
chapitre précédent. Par conséquent, d'après ce qui a été dit en cet endroit, 
elles admettront deux sortes de solutions ; 

|o _ __ ^ __ _ . la discontinuité est longititdinaU, Sa vitesse de propa- 
gation sera donnée par la relation pG'^ — M = L -h M, soit 

(6) 6^ = ML-ti^- 



\>-^-^ 


vy) 


,«? + 


vt) 


(x|3 + - 


'ï)- 


^P + 


Vï) 


!^? + 


n) 


jap-h- 


n). 
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2° Àa 4- ;j,p -h vY = : la discontinuité est transvej'sale. Sa vitesse de 
propagation sera donnée par la relation pO^ — M = 0, soit 

M 

Les deux valeurs de ainsi obtenues sont d'ailleurs réelles en vertu des 
inégalités (3). 

Ainsi, les corps solides isotropes sont susceptibles de propager, avec des 
vitesses différentes, deux séries d'ondes : les unes sont exclusivement longi- 
tudinales, les autres exclusivement transversales. Ainsi que nous l'avons 
vu au n^ 115, les premières ne s'accompagnent d'aucune variation de la 
rotation moléculaire instantanée ; les secondes, d'aucune variation des 
dérivées de la densité. 

Sdl. — Si, à un instant déterminé, il existe, entre les accélérations de 
la surface déduites des équations internes et ces mômes accélérations 
déduites des conditions aux limites, une différence quelconque, celle-ci 
donnera lieu à deux ondes, l'une longitudinale, l'autre transversale, corres- 
pondant respectivement à la composante normale et à la composante tan- 
gentielle du segment qui représente celte différence. 

Si, d'autre part, dans l'intérieur du milieu, existait à un moment déter- 
miné une discontinuité du second ordre le long d'une surface déterminée 
et que cette discontinuité fut absolument quelconque (sous la seule restric- 
tion des conditions identiques) elle donnerait naissance à quatre ondes, les 
unes longitudinales, les autres transversales, se propageant les unes dans 
un sens, les autres en sens contraire. 

S6^« — Si, au lieu de se donner les positions des points de la surface, 
on se donnait à chaque instant les tensions qui sollicitent ces points, celles- 
ci pourraient également, à l'instant initial, avoir des valeurs différentes de 
celles qu'on déduit des valeurs connues des composantes de déformation 
en ces mômes points. Dans ces conditions, il se produirait également une 
onde ; mais elle serait, cette fois, du premier ordre, car une différence finie 
de la pression interne avec la pression externe produit une variation brusque 
de vitesse. De telles ondes ont été étudiées par Ghristoffel (^). Grâce à 
l'hypothèse que les mouvements sont infiniment petits, ce savant obtient 



(i) Annàli di Matematica^ sèviQ Ilj tome VIII, p^ 198; 1877. 
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d'ailleurs des résultais identiques, au fond, à ceux que fournit l'étude des 
ondes d'accélération. 

203o — On forme aisément, dans les traités d'Elasticité, les équations 
du mouvement pour le cas des corps anisotropes. Nous ne développerons 
pas, pour ces corps, les résultats correspondant à ceux qui précèdent: nous 
allons, en effet, les retrouver dans le cas plus général de la déformation 
finie. Rappelons seulement que W est encore une forme quadratique 
en £j, E^, £3, Yi? Y2> Ï3 ^^ ^^^ '^^ équations (4) sont remplacées par trois 
équations du second ordre qui donnent encore les projections de l'accéléra- 
tion en fonction des dérivées secondes (et aussi des dérivées premières, si 
le corps n'est pas homogène) de ^, -sf], Ç par rapport à oc, y, z. 

Lorsqu'on cherche, en optique, les états vibratoires satisfaisant aux 
équations ainsi écrites, on constate qu'à toute direction d'onde "plane cor- 
respondent trois directions de vibration, lesquelles sont rectangulaires 
entre elles et sont les directions principales d'une certaine quadrique 
dite ellipsoïde de polarisation. On retrouverait exactement ce même résul- 
tat en se plaçant au point de vue d'Hugoniot : le calcul est tout analogue 
à celui qui a été présenté plus haut (n° ^61) ou à celui que nous ferons 
plus loin (n° 207). 

204. — Laissons maintenant de côté le cas des déformations infiniment 
petites et proposons-nous, pour un solide isotrope ou non, l'étude des ondes 
élastiques «2;e^ déformations finies. 

Le cas où il existe de telles déformations a été envisagé par MM. Boussi- 
nesq et Brillouin. Pour écrire, dans ces conditions, les équations de l'équi- 
libre, on part encore de la considération de Vénergie élastique, c'est-à-dire 
d'une certaine intégrale triple de la forme 





(2) III ^pclxdydz :== III ^Pç^dadhdc 



où ^dxdydz •=■ ^^dadhdc est l'élément de masse, et où W est, en chaque 
point, une certaine fonction des six composantes de déformation e^, Sg» ^3» 
ïi> T2» Ï3- Cette fonction contient, d'ailleurs ou non, explicitement a, 5, c 
suivant que le corps considéré est hétérogène ou homogène, dans son état 
initial. 

Le système de variables indépendantes composé du temps et des 
coordonnées initiales a, h^ c étant seul employé dans ce chapitre et, par 
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conséquent aucune confusion n'étant à craindre à cet égard, il ne sera pas 
nécessaire de nous conformer à la convention du n° 61 : nous désignerons 
donc par le symbole ô les dérivées prises par rapport à ces variables, le 
signe B étant réservé aux composantes des déplacements virtuels. 

Nous écrirons que la variation de Tintégrale (2), pour tout système de 
déplacements virtuels (S^, ^y, oz) communiqués aux différents points, est 
égale au travail correspondant des forces données (rapportées à l'unité de 
masse) (X, Y, Z), soit à l'expression 



(S) / / / (XS.r H- Yôy H- Zô^) pc^^c^^d'^, 




si les positions des points de la surface sont fixées, ou à cette expression 
jointe au travail des pressions extérieures, dans le cas contraire. 

Soient, comme au n° 4^, a.^, h^, c^, a^, &2, c^, a^, ^3> ^3 les dérivées par- 
tielles de œ, y, z par rapport à a, h, c. La variation de l'intégrale (2) est 
(en observant que l'élément de masse Ç)dx dy dz ne varie pas) 



(Ai, H- -;■>- 06i -1- tjC. + ;-- (jŒ .. 




(9) < ~V -- 0C3J ^dxdijdz 




00?) Ï)W d(ôa?) 



! Çidxdydz. 



Suivant les règles générales du calcul des variations, nous devrons trans- 
former cette expression par une intégration par parties ou, plus exactement, 
par la formule de Green. Nous aurons ainsi une intégrale de surface et une 
nouvelle intégrale de volume 
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Pour que la somme ainsi obtenue soit identiquement égale à la somme 
de la quantité (8) et du travail des pressions, il faut qu'il y ait égalité, 
quels que soient oj;, mj, ùz, d'une part entre les intégrales de surface, 
d'autre part entre les intégrales de volume. Celles-ci nous donneront les 
équations internes de Téquilibre, savoir 



(10) 



ô /dW\ ft /ôW\ ô /ôWn _^ ^ 


= 


ô /ôW\ ft /ôWX a /ùW\ _^ Y 


= 


ô /ôW\ B /ùW\ ft /ôW\ ^ 2 - 
M\M^) dbyob^J ôcVôCj/ 


= 0, 



tandis que l'égalité des intégrales de surface fournira (en supposant don- 
nées les pressions extérieures) les conditions aux limites. 

Si enfin nous voulons passer du cas de l'équilibre à celui du mouvement, 
nous n'aurons qu'à substituer au principe du travail virtuel celui de Hamil- 
ton : ceci revient d'ailleurs (comparer ce que nous avons dit au chap. III) 
à faire usage du principe de d'Alembert et à introduire dans les forces 
X, Y, Z les forces d'inertie. Les équations à la surface resteront inaltérées 
pendant que les équations internes deviendront 



(11) 



ôa \^al/ " ()b \dbi / 
^b \ hb, ) 
^ô6 UbJ 



1. /^_^\ 

ÔC \ ôCj / 






= 



ôa 



ôW 



1 /^\ H- Y -^ '-^ - 
ÔC \ hcj ^ ô^^ "^ 



i /^l 






ôa Vôfl^g/ 



ôc VôCg"/ 



ô^^ 



Ces équations sont du second ordre, tant par rapport à t que par rapport 

à ay 5, c, puisque l'on doit dériver les termes — r -j-» — - qui sont des 

hUi ^hOi ôCj ^ 

fonctions des dérivées du premier ordre. Si le corps est homogène, ces 
quantités ne contiendront pas explicitement a, b, c, et, par conséquent, les 
équations ne comprendront que des termes du second ordre. 11 y entrerait, 
en outre, des termes du premier ordre dans le cas contraire. 

^05. — Le cas de l'Hydrodynamique correspond à celui où W est fonc- 
tion de la seule densité, autrement dit (l'état initial étant supposé homogène) 
du déterminant fonctionnel 



D 



«2 ^2 ^2 

a^ ô, c^ 
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Pour W= F(D), les dérivées précédemment considérées ne sont autres que 
les produits de F' (D) par les mineurs A^, B., G* du déterminant précédent. 
L'expression 

qui figure dans la première équation (10) s'écrit donc 

F'(D) (^ + ^^ +^-^') +F"(D) (a, ^^ +B. ^ +C, f). 

^ ^ {Ul ô6 5c/ ^ ^ \ ^ ^a ^56 ^ 5c/ 

Le coefficient de F' (D) est nul, ainsi qu'il est bien connu par la théorie du 
multiplicateur (-j. Celui de F"(D) peut s'écrire 

^ \D 5a "^ D 56 "^ D 5c/ 

Or ceci n'est autre que D '-- ; car les quantités -^-^ ^ .-^ ? ...^ sont les déri- 

vées partielles de a, h, c par rapport à x{x, y^ z étant pris comme variables 
indépendantes). L'équation 

^ ^ ^X 5r 

est identique à la première équation (1) du chap. V, moyennant l'équation (3') 
du n" 47 et la relation 

(12) p:--poF(I)). 

^60« — " Le équations (11), fajsant connaître les composantes de l'accé- 
lération en chaque point par le moyen des dérivées partielles de œ, y, z 
relativement à a, 6, c en ce point, appellent des remarques toutes sem- 
blables à celles que nous avons faites pour les équations de l'Hydrodyna- 
mique (n°' 180-140) et pour les équations (4) (n° ^60). L'accorda 
établir entre les équations internes et les conditions aux limites nous con- 
duit donc de nouveau à étudier la propagation des ondes. 

A cet effet, nous aurons d'abord à expliciter les équations du mouvement. 



(1) Jordan, Cours cV Analyse^ tome III, n» 44, p. 49. 
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Si nous tenons compte des valeurs de Bj, yî ^"^ définissent les formules 
(7) du n'^ 51, nous voyons qu'on aura 

UU.1 '^- '^^' '^^' 

(13) 




Lorsque nous reporterons ces valeurs dans la première équation (11), 
la difïérencjation donnera deux sortes de termes : elle pourra, en effet, 
dans chaque terme des expressions que nous venons d'écrire, porter soit 
sur le premier facteur, soit sur le second. Dans le premier cas, nous aurons 
les trois quantités 







+ 


MÛ 






^acsb 


AN 


+ 


h-œ AY h-o) 
'àb-~ ô£7 ~^'ààc 






ôW 
W2 


-h 


ùb bc 


ôW 







Soient encore ly [i, v les composantes d'une discontinuité du secondordre, 
rapportées à Télat initial (qui est ici, cette fois, l'état (a, b, c) et non l'état 
actuel) ; a, p, y, les cosinus directeurs de la normale à l'onde et. la vi- 
tesse de propagation. Si nous considérons les variations brusques des 
dérivées du second ordre qui figurent dans l'expression précédente, et que 
nous les remplacions par leurs valeurs trouvées au n° 85^ nous voyons 
que la discontinuité éprouvée par la somme de ces trois expressions est XQ, 
en désignant par Q la quantité 

as, 0^2 ^^3 ^ïi ÔY2 ^T3 ^ 

26*î. — Prenons maintenant le résultat obtenu lorsque, dans les expres- 
sions (13), on fait partout porter la différenciation sur les seconds facteurs. 
Ici interviennent les dérivées par rapport à a, b, c, des composantes de 
déformation, dérivées, dont les variations ont été calculées au n^ 113. 
D'après ce qui a été trouvé en cet endroit, nous introduirons les quantités 

fl4^ \ ^' "^ ^""^ ^' "" ^^^' ^' "" ^^^' ^' ^ ^^^^ "^ ^^' ^, = Na -+ Ly, 
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OÙ l'on a 

(15) L — la^ -h ixa^ -\- va^, M = Ibi -h ixb^ + v&g, N ~ Xc^ M- i~xc^ -f- VC3. 

Les variations brusques des dérivées des composantes de déforuiation 
s'écriront alors sous la forme simple 

D'après cela, soit à calculer j — (-~^- ) 1 : on a 

[^ /^^l _ /^'w ô^w ônv ô^w 



Considérons la forme quadratique 

^F [e,, e,, 63, ^.,, ^,,^3) =:.—^el-\- .... + 2 ^^^-^ e,g, -\- .... 

6x5 
dans laquelle figurent les —^ ^ 6 = 21 produits deux à deux et carrés 

des six quantités e^ g, chacun de ces produits ayant comme coefficient la 
dérivée seconde de W par rapport aux variables £ ou y correspondantes et 
le terme ainsi obtenu devant (comme à l'ordinaire) être doublé si ces 
variables sont différentes, c'est-à-dire s'il s'agit d'un terme rectangle. 

On voit immédiatement comment est engendrée cette expression. 

La différentielle seconde de W est, en effet. 



ÔB^ ' ô 



Ta '^ ^^r ' ^Yi^Y2 



et contient d'une part les différentielles secondes dh^^j .,., d^y,^y d'autre part, 
les différentielles premières d^i, ..., dy^. Si, dans la partie qui contient 
celles-ci, on les remplace respectivement par e^, e.-^, e^, g^^ g^, g^, on obtient 
la forme quadratique W, 
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Cette forme étant aingi introduite, la variation -- ( -^ ) n'est évidem- 
ment autre que ^ - ; et, de même, la variation de la dérivée ^-~ (— j 

est r. ^ — • 

2 bgt 

Substituant dans la somme qu'il s'agit d'évaluer, nous trouvons 



o a uz. -- -h 0, ~ h c, -~ 

i ^ / hW -, w w 



^-f M^^^^-^^ 



^^3 ^^2 



C 



1 / m , m w\ 

Le coefficient de a^ est 

1 / W ^ W W 

ce — 4- B — -f- Y — 
2\ ^e, ^ ^g, ^ ^g, 

iMais si nous remontons aux formules (14) qui définissent Cx^ e.-^, 6^3, 
g^y ^0, ^3 en fonction de L, M, N, nous voyons que c^tte expression est 

éi^ale à -^ -y- .De même, le coefficient de &, est -^ -.7, et celui de c., ^ -^,. La 

^ 2 5L ^2 ôM ^ 2 ôN 

somme des termes qui contiennent explicitement «j, 6^, c^ est donc 

Si enfin nous tenons compte des formules (15) par lesquelles ont été 
définis L, M, N, nous voyons que cette expression représente 

2 ôX ' 

L'équation cherchée et les deux autres analogues résultant des deux der- 
nières équations (11), s'écriront donc 

(x6^_XQ-h|5 

(16) Lô^^i^Q + l^'^ 



V62 ::= vQ M- -^ 



1 hW 

2 Vj ' 



Elles montrent que X, ix, v sont proportionnels aux cosinus directeurs 
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d'une direction principale de la quadrique représentée (X, [x, v étant regar- 
dés comme des coordonnées ; a, ^ y, a, b, c, x, y, z, ai^ ht, Ci, comme des 
constantes) par l'équation 

(17) n(X, {., v) ^ Q (X^ 4- ..^ H- v^) -H- W{e„ e,, e,, g,, g,, g,) = 1. 

Cette quadrique est Vellipsoïde de polarisation y analogue à celui dont 
nous avons parlé au n° !^03. 

SOS. — Nous trouvons ainsi un résultat tout semblable à celui qui était 
déjà connu pour le cas des déformations infiniment petites, mais qui doit 
être énoncé ici sous une forme un peu plus précise puisqu'il y a lieu de 
distinguer entre l'état initial et l'état actuel du corps considéré. Le segment 
(X, [J, v) étant, comme nous le savons, défini dans l'espace lieu dos posi- 
tions actuelles des molécules, Ténoncé est : 

Une même direction d'onde est susceptible de propager trois directions 
de discontinuité différentes^ lesquelles sont rectangulaires entre elles 
dans le milieu déformé. 

S69. — Les éguations (14) font, en outre, connaître les valeurs de la 
vitesse de propagation. Celles-ci sont les racines carrées des trois racines 
de réquation en s relatives à la quadrique dont nous venons de parler. 
Pour qu'elles soient réelles, il faut et il suffit que cette quadrique soit un 
ellipsoïde réel. 

Nous allons constater que cette condition est toujours remplie dans les 
cas qui peuvent se présenter. 

Pour voir à quoi est due cette circonstance, considérons d'abord le cas 
des liquides. Nous avons vu qu'alors la vitesse de propagation a pour 

carré la quantité -J- . Or, la condition que cette quantité soit positive n'est 

autre que la condition de stabilité de l'équilibre interne : elle exprime 
qu'une diminution de volume imposée au gaz produit une augmenlation 
de la pression, c'est-à-dire un changement d'effort interne de nature à 
s'opposer à la modification produite. 

Nous sommes donc conduits à rechercher les conditions de stabilité de 
l'équilibre interne et à voir si elles ne conduisent pas à la condition cher- 
chée. 

Nous admettrons, conformément à ce qui est établi pour le cas des sys- 
tèmes dépendant d'un nombre fini de paramètres, qu'il est nécessaire, 
pour la stabilité, que l'énergie élastique soit réellement minima (au lieu 
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d'avoir seulement sa variation première nulle) ou, du moins, que sa varia- 
tion seconde ne puisse devenir négative. Nous allons, par ce moyen, ex- 
primer la stabilité de l'équilibre d'un corps fixé par tous les points de sa 
surface, en l'absence de forces X, Y, Z. 

Si nous faisons subir l'opération 8 à la variation première (9), il viendra 

sous le signe j j j deux sortes de termes : Ceux que Ton obtient en 

différentiant oa-,, ohi, oci, et ceux qu'on obtient en difîérentiant les fac- 

bW 
leurs — , .... 

Mi 

Ainsi qu'il se produit dans tous les cas analogues de calcul des varia- 
tions, la première catégorie de termes donne une somme nulle. On peu(, 
en effet, lui faire subir les mômes transformations qu'à la variation pre- 
mière elle-même, ce qui fournit un résultat identique à celui que nous 
avons obtenu précédemment, ox, hj, oz étant simplement remplacés par 
0-^, Q^y, o^z\ Ces dernières variations étant nulles comme les premières à 
la surface (puisque les points 'de celles-ci sont supposés fixés), la somme 
en question disparaît en vertu des équations (10). 

Il nous reste l'intégrale triple 



(13) 



ff /{'■'•■ <^)^ '''■'' 






/ôW\ 
^dxchjdz. 



âl'O. — La quantité sous le signe j j j est une forme quadratique 

par rapport à oa^, Ihu ^Ci. Si cette forme est défi.nie positive pour toute 
valeur de a, h, c, il en est de même de l'intégrale précédente. 

La réciproque n'est pas exacte; de ce que l'intégrale (18) doit être 
essentiellement positive, il ne résulte pas forcément qu'il en soit de même 
de son élément différentiel. Mais nous allons voir^ par contre, que celui-ci 

ne doit prendre que des valeurs positives tant que les variations oai, 

ont la forme 



(19) 



0«o 



O^o 



Xa , 


, a^i = i^ . 


y Sc^ == Xy, 


lia , 


, ob,=^li? , 


' Se, =: ^ay, 


va ; 


> 0^3 :- Vi3 


, lc.,= vy, 
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et cela quels que soient X, u, v, a, p, -^ * autrement dit, toutes les fois que 
les oai, ... satisferont aux équations (^) 

(190 ^^i 0^2 — ^^1^^2 = 0, ^a,U^ — U,^a,^0, ,U,^c^ — ocJb, = 0. 

Remarquons, à cet effet, que les valeurs ainsi écrites ont une interpré- 
tation que l'on aperçoit immédiatement. Elles coïncident avec celles des 
variations brusques des quantités a^, hi, c^ dans une discontinuité du pre- 
mier ordre qui aurait lieu suivant la surface d'onde considérée. 

Autrement dit, pour passer de la position actuelle du milieu à la posi- 
tion inQniment voisine correspondant aux variations (19), il suffira de 
faire subir à ce milieu une déformation de l'espèce considérée au n° 5(1 et 
ayant (X, [jl, v) pour segment caractéristique. 

Cela posé, par un point déterminé intérieur à notre solide, faisons passer 
une petite portion de surface S dont le plan tangent ait pour cosinus direc- 
teurs a, p, Y. Si ces trois quantités jointes à trois valeurs convenablement 
choisies de X^ jjl, v fournissent pour les expressions (19) des valeurs qui 
rendent négatif l'élément différentiel de (18) au point considéré, on pourra 
prendre S assez petit pour que la même circonstance ait lieu en tous les 
points de cette portion de surface. 

2 étant ainsi choisi une fois pour toutes, nous le considérerons comme 
la base d'un petit cylindre C, de hauteur h. Supposons que l'intérieur de 
celui-ci subisse une déformation du type étudié au n° 56, la surface dont 
les points restent fixes étant S, et le segment caractéristique (X, \x^ v)^ le 
déplacement maximum ainsi obtenu sera de l'ordre de h. 11 est aisé de voir 
que Fon pourra déterminer alors la déformation du reste du solide de ma- 
nière : 1° que les points de la surface extérieure restent fixes ; 2° que la 
continuité du déplacement soit conservée sur la surface du cylindre G, 
autrement dit que ^x, Sz/, oz ne changent pas de valeurs pour un point de 
cette surface suivant qu'on considère ce point comme faisant partie de l'in- 
térieur ou de l'extérieur de G ; 3° que loc^ ly, ùz et leurs dérivées partielles 
du premier ordre soient partout (en dehors de C), des quantités très petites 
de l'ordre de /i. 



(i) Inversement, on démontre que si, en ajoutant à la forme quadratique qui 
figure dans l'intégrale (18), une combinaison linéaire quelconque des premiers 
membres des équations (19'), on peut obtenir une forme définie positive, l'intégrale 
est bien minimum (du moins lorsqu'on la prend dans un volume suffisamment res- 
treint). Mais il reste à examiner si la condition suffisante ainsi formulée est équi- 
valente à la condition nécessaire obtenue dans le texte. 
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Dans ces condilions, l'intégrale (18) étendue à l'extérieur de C, sera de 
Tordre de A^. Au contraire, pour Tinlérieur de C (où oa^, .... ont sensible- 
ment les valeurs déterminées (19)), elle sera négative et de Tordre de /i. 
Elle sera donc négative au total. 

Pour que ceci n'ait point lieu, il faut par conséquent, comme nous 
l'avions annoncé, que Télément de l'intégrale (18) ne puisse devenir négatif 
lorsqu'on donne aux ai, bi, Ci les valeurs (19). 

S'^1. — Si maintenant nous nous reportons aux valeurs (13) de 

ôW 5W ôW , /ôW\ , X. 1 1 

-— — ) --;— j ~—, nous voyons que o — par exemple, contiendra deux 

sortes de termes : les uns qui s'obtiennent en prenant les variations des 
premiers facteurs et qui nous donnent 

0^0 -h Ôt?; H- ÔC; ; 

ÔS, ÔT3 ^Ï2 

les autres, qui s'obtiennent en faisant porter Topéralion 8 sur les facteurs 

^\' 

Or, nous avons, par exemple, 



■5W\ 






-4- oY. ~\- oy.,. 



Si nous considérons la forme quadratique ^^\e^y e.^, e^, g^, g^, g^) dont 
il a élé question tout à Theure, il est clair que Texpression précédente 

représente ^ — , pourvu que ^i, gi soient respectivement remplacés par 

ûSj, oy^. Il vient donc 

.ôW ôW. ôW. ■ ôW. 1 m 1, ôW 1 W 

ù = — oŒô -H ■ — 00; H àCi + K ^i rr^ — ; ■+" ^z r;i: — 'x 4- o Cj --k — ^ • 

m, hs, ' ^Ï3 ^Ï2 2 ^ô(ôsj 2 ^5(Sy3) 2 ^ô(ô.^,) 

i\ous avons à multiplier cette quantité par oa^, et les quantités analogues 

par S5j, 8ci 

Si nous remarquons que Ton a 

083 =:C^SCi -+- C2SC2 -h C3OC3, 

oYi = ^i^Cj -H Ciô^^ -h b^o.c^-ï- c^ob^ H- 63OC3 -h C3B&3, ..... 
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nous trouverons au total 

i ^ W 1 , ô"^F j , ô¥ 1 . W 1 , hW 



1 ôW 

"^ 2 ^^''^ à(J^) "^ '^(^'i' ^'^' ^'3' ^^'' ^^'' ^*^3)- 

Finalement, la quantité sous le signe / / /, dans la variation seconde, 



sera 



/«m r^ ^^ (°^^ -"^ ^^^ "^ °^^^) '^^'^ (^^1 °^i "^ ^^2 ^^2 -i-- ^^3 QC3) 

-f- 2 --^ (ôc^ ô(7i -4- 0C2 oû'g + oCo ôfl'g) H- 2 — (oa^ obi + o^i'^'h ~+~ °^^3 ^^3) 

'^Y2 " " ^Ï3 

H- W (8£i, 5^2; rJSg, 8yj, ÔY2, BY3). 

C'est cette quantité qui devra, pour qu'il y ait stabilité, être positive 
lorsqu'on donnera à oai, obi, ^^Ci les valeurs (19). 

Les quantités os^, oyï prendront précisément les valeurs e^, gi définies par 
les formules (14), (15) et, par conséquent, l'expression (20) deviendra 
identique au premier membre de (17). Nous obtenons donc bien la conclu- 
sion cherchée : de la stabilité de Féquilibre interne résulte que les vitesses 
de propagation des différentes oncles sont réelles. 

De plus, si nous admettons que l'expression (20) ne peut même pas 
s'annuler dans les conditions indiquées sauf pour X := [x =^ y :=z: ou 
a = p = Y = ^> C6S vitesses de propagation restent toujours G nies. 

ât2. — Dans le cas de l'Hydrodynamique où W = F (D), l'élément 
[F'(D)o^D 4- F''(D)ôD^] pdco dy dz de la variation seconde se réduit à 

F'XD) {oUypdccdi/dz 

la quantité â^D se réduisant, comme il est facile de s'en assurer, à une 
combinaison linéaire des formes quadratiques qui forment les premiers 
membres des équations (19^). La condition de stabilité est donc bien (comme 

nous l'avions énoncé au n° 181) F''(D) > ou ^ > 0. 



!^T3. — Les considérations précédentes fournissent une interprétation 
simple du premier membre de Féquation (17). 
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Remplaçons, en effet^ dans les formules (19), X, f^, v par \dty ixdt, vdty 
en désignant par dt la différentielle d'un paramètre. La déformation sera, 
dans ces conditions, infiniment petite et, ainsi que nous l'avons remarqué 
au n"* 113^'% les accroissements de s^, y^ seront précisément eidP, gidt. 
Supposons, en outre, ce qui est évidemment compatible avec l'hypothèse 
que nous venons de faire, que les dérivées secondes de x^ y^ z — et par 
conséquent aussi, celles de a^, 5^, Ci — par rapport à i soient nulles : par 
exemple, que a?, ^, z aient les valeurs 

OG = œ^-\-\tf{a,'b,C), y r=z y^ -\- sxtf, z = Z^'Ar^tf 

où ficLy h, g) représente le premier membre de l'équation de la surface 
d'onde, défini comme nous l'avons spécifié au n° 80. 

Alors le coefficient de -^ dans le développement de W sera la quantité 

E (X, jji, v) qui nous occupe. 

Si, par conséquent, autour du point considéré, nous envisageons un 
petit volume d'z auquel nous ferons subir la déformation qui vient d'être 

^2 , . . . . 

définie, le coefficient de ^ , dans la valeur de l'énergie élaslique ainsi en- 
gendrée, sera le produit de ^dz par le }iremier membre de l'équation de 
l'ellipsoïde de polarisation. 

S*T4. — Nous avons vu plus haut, pour le cas des déformations infini- 
ment petites que, dans un corps isotrope, il existait deux sortes d'ondes, 
les unes exclusivement longitudinales, les autres exclusivement transver- 
sales. 

Ce théorème subsiste-t-il dans le cas des déformations finies? 

Cette question peut être regardée comme un cas particulier d'une autre 
plus générale. On sait, en effet, que l'optique des corps cristallins conduit 
à considérer, à l'exclusion des autres, les milieux élastiques isotropes ou 
non, [)our lesquels une pareille décomposition en ondes longitudinales et 
ondes transversales a lieu. 

La condition nécessaire et suffisante pour cela est que l'ellipsoïde de pola- 
risation ait une direction principale normale à la surface d'onde considérée 
dans le milieu déformé. 

La détermination des formes de la fonction W pour lesquels il en est 
ainsi est bien connue lorsqu'il s'agit des déformations infiniment petites, 
c'est-à-dire lorsqu'on suppose que W est une forme quadratique par rapport 
aux £i, Yi. Proposons-nous d'effectuer celte même détermination dans le cas 
général. 

nADAMAUD 17 
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Les cosinus directeurs de la surface d'onde dans le milieu déformé sont 
proportionnels aux quantités /, m, n définies par les équations 



a = Za^ -h ma^ -\- na^ 



(21) 



I p =: Ihi -h mh^ 4- ^^2 
( Y = Zcg -h mc^ -t- nc^. 

Il faudra donc que les équations (16) soient vérifiées lorsqu'on y remplace 
X, [j^, V par l, niy n. On pourra d'ailleurs, dans ces équations, supprimer les 
premiers termes des seconds membres et écrire 



si ^= T^ 



1 W 



(22) 



sm : 



sn = 



2 àl 

1 W 

2 ôm 

1 W^ 

2 on * 



Car les termes ZQ, mQ, nQ (provenant de la quantité Q (k^ H- p.^ -h v^) qui 
figure dans II) ne feraient que changer la valeur de s d'une quantité égale 
à Q sans modifier les directions principales. 

Nous observerons que si l, m, n sont donnés par les relations (21), les 
quantités L, M, N ne sont autres que a, p, y. Nous dirigerons le calcul de 
manière à introduire ces quantités, à l'exclusion de l, m, n. A cet effet, 
nous multiplierons les équations (22), d'abord par^i, a^^ a^ respectivement, 
puis par b^, b^, b^ enfin par c^, c^, Cg. 11 viendra alors 

s(aj -h a^Yïb ~h a^ri) ■=■ sL : 

s(6i/ -4- b^TYi H- b^n) ^= sM ■ 

s[cj -\- c^m -f- c^n) = sN : 

bW ôW ôW 
Si alors nous remplaçons les dérivées tt ' ^' r~ P^'' ^QVir's expressions 

à Faide des dérivées prises par rapport à L, M, N, nous aurons (eu égard 
aux formules qui définissent les ^i,^i) 

2g^T;;HhT3 



1 

2 


(". 


i7 -^ ^^ 5-^ -^ ^3 ^) 


1 

2' 


(., 


bW ^ bW , b^X 


1 , 

2' 


(», 





sL 



sM 



sN 






3 ôL 



(1 



2 s. 






"^2 ôN 



Yi 



ôNj 



^^ Yi .-M ^- (* 



ôL 



m 



^■.)â]- 
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Nous résoudrons ces équations par rapport à — 



'ôL ôM' 



vr . Celte résolu- 

ôN 



tion introduit les mineurs E^, G^ du déterminant 

1 -^2s, 



(23) 1)2 ^ 

par rapport aux éléments 1 



T3 



1 



2% 



ïi 



1 



2c 



sL, 5M, sN dans les valeurs de ^ -p- > .-? -îï 
En introduisant, au lieu de 5, le nombre 



2£j, Yi respectivement, les coefBcients de 

1 m' iW 1 ô^ ,, ^, ,.,, E^- G,- 

^ -^ étant les quantités t<^ i jt^ • 



Ear 



2Gi^r -+-2G2 7'p -i-2G3pg 



et, en désignant par <î> la forme 
* (p, ^, r) = El p2 4- E2 q^ - 
c'est-à-dire la forme adjointe de celle qui donne l'élément linéaire du milieu 
déformé, les valeurs en question seront 

1 ô W __ 1 , ô* 

2ôL ""2 ^ ôL' 

1 ÔW _ 1 , ô^ 

2dx\I~'2^%M' 
\ W \ 7 ^^ 

2 ôN"~2 5N' 

et les relations que nous venons d'écrire seront cette fois vérifiées à condi- 
tion qu'on fasse a, p, y égaux respectivement à L, M, N. 

Cette substitution ne doit être opérée qu'après les difîérenciations. Si, au 
contraire, on faisait immédiatement a = h, p = M, y = N on introduirait 
en trop, au premier membre, les termes provenant de la différenciation par 
rapport à a, p, y. Mais les valeurs de e.^, e^, e^, g^, g^, g^, qui seules inter- 
viennent dans ^F, sont symétriques par rapport aux deux systèmes de quan- 
tités L, M, N ; a, p, Y« Les termes ainsi introduits seront donc respective- 
ment égaux à ceux qui existaient primitivement et auront pour effet d'en 
doubler la valeur. Nous pourrons donc remplacer les équations précédentes 
par 

2 ôL ~ ôL 

2 ôN ~ '^ ôN 
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dans lesquelles, maintenant W aura la valeur obtenue en remplaçant, avant 
toute différenciation, ce, P, y par L, M, N, c'est-à-dire en faisant 

(25) e,^L\ e, = M\ e, = N% g, = 2 MN, g, = 2 NL, ^3 = 2 LM. 

Avec les relations (24), nous avons cette fois, affaire à des identités ayant 
lieu pour toutes les valeurs des variables indépendantes L, M, N qui y 
figurent. Ces relations expriment, comme on sait, que ^^ est une fonction 
de ^, et, comme la première de ces deux expressions est un polynôme 
homogène du quatrième degré, la seconde un polynôme homogène du 
second degré, on a nécessairement 

W(L2, M^ N^, 2MN, 2LN, 2LM) rrz /^ <i> (L, M, N)^ 

h étant indépendant de L, M, N. 

S'fS. — Nous avons maintenant à nous demander quelle devra être la 
forme quadratique ^F pour se réduire à h^^ lorsqu'on remplacera respecti- 
vement les eu Qi par les valeurs (^^. C'est ce qui aura lieu, non seulement 
si W est égale à /i%, en posant 

^0 == (Ei^i -h ^,e, -h E363 4- Gi^, 4- G2^2 4- (^,g,f ; 

mais aussi si ^' est égale à une combinaison linéaire quelconque de hW^ 
et des six formes 

(26) \ ^ ^'^' ~ ^'' ^ ^'^' '" "^'^ ^ ^'^' "" ^'' 

r ^2^3 — 2 e,g,, g^g, — 2 e^^^, g,g^ — 2 ^3^3. 

Cette condition suffisante est d'ailleurs nécessaire: il suffit, pour s'en 
convaincre, d'exprimer directement que la forme du quatrième degré 
obtenue en remplaçant, dans W — AW^, les e^ gi par les valeurs (25) est 
identiquement nulle. 

î^76« — L'expression de ^ étant ainsi obtenue il reste à remonter à 
celle de W pour laquelle il est clair que l'on a ainsi un système d'équations 
aux dérivées partielles du second ordre. L'intégration de ce système est 
d'ailleurs tout élémentaire et il nous suffira d'en indiquer sommairement 
la marche. 

Les formes (26) manquant de termes en e\, e^ g^, e^ g.^, ces termes 
devront avoir dans W des valeurs proportionnelles à celles qu'ils ont dans ^l\ 
et, par conséquent, les dérivées de W devront vérifier les relations 

?n2W 52W 52W 
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Comme on a (d'après (23) ) 

ces relations montrent que la dérivée -- — peut s'écrire 

— - = fonct. (D, Yi, £2,23). 
En faisant intervenir les relations analogues relatives aux dérivées 
— j — , on verra lacilement que l on peut écrire 

ôW 

— =3a(l H-2ô,)(l +2eJ + a, 

'^ = a(l4-2e,)(l + 2g + a3 

OÙ ^ est une fonction de D pendant que a^, «g, a^ peuvent contenir en outre, 
le premier Yi, le second Y2» le troisième y^ 

On fera ensuite intervenir les autres termesde la forme ^F : par exemple, 
on écrira que le coefficient de e^^ e^, plus quatre fois le coefficient de g], 
donne une somme qui a la môme valeur dans W que dans h^l\ (la première 
forme (26) s'éliminant dans cette combinaison). 

On arrivera ainsi aisément à l'expression générale de la fonction W, 
laquelle est 

(28) ^ W = ^"^(^) + «11 (ïi — ^S^s) -^ ^22(ïi-^^S^i)-+- ^33(73 — ^^1^^2) 
^-h2a,3(2£,Yi — T,Y3) + 2«'3,(2£2T2-T3Ïi)-+-2^42(2^3T3 — ïiT2)H-P> 

où les àik sont des constantes et P un polynôme quelconque du premier 
degré par rapport aux s^, Yï (^). 

C'est seulement lorsque W a la forme précédente que rellipsoïde de pola- 
risation a un axe normal à l'onde. 



366-369 



(1) /z a alors la valeur ^ ~ (^~^)- La quantité 0(>^2 _j- p.2 ^ ^2) desnos 

étant, comme on le reconnaît aisément, proportionnelle à "^ si les a{k sont nuls, on 
constate que les termes en F'(D) disparaissent de l'équation de l'ellipsoïde de pola- 
risation, et on retombe bien, pour l'élément de variation seconde calculé au n^ 291, 
sur l'expression obtenue au n» »92 pour le cas des liquides. 
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^^7. — L'hypothèse que le solide, dans son état naturel, est isotrope 
exprime que les propriétés de ce corps ne doivent pas changer lorsqu'on 
effectue une transformation de coordonnées orthogonales sur a, h, c. La 
fonction W qui représente l'énergie élastique ne doit donc pas être modifiée 
par une telle transformation. 

Or, dans cette transformation, les coefficients z^, Sgj ^3? Ti' Ï2' Ï3 ^^ ^"^ 
quadrique 9 = 1 introduite au n° 51 varient. Mais trois quantités, comme 
on sait, restent invariantes : ce sont les coefficients de l'équation en 5 rela- 
tives à cette quadrique, c'est-à-dire les expressions 

A — £i H- S2 H- 63, 

B = (L+ 2s,) (1 M- 2.3) - ^f H- (1 + 2B3) (1 -h2B0 ~- f, 
-4-(lHh2s,)(l-h2s,)-Ti, 

L'isotropie du corps considéré s'exprime par ce fait que W ne dépend que 
des trois quantités précédentes. 

Or, il ne résulte nullement de là que W soit nécessairement de la 
forme (28). 

Par conséquent, la conclusion établie pour le cas des déformations infi- 
niment petites ne s'étend pas aux déformations finies. Pour celles-ci, 
les ondes qui se propagent dans un corps isotrope ne sont pas, en général, 
longitudinales ou transversales. 
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CHAPITRE VII 



LA THÉORIE GÉNÉRALE DES CARACTERISTIQUES 



§ 1. — CARACTÉRISTIQUES ET BIGARAGTÉRISTIQUES 

^78. — Nous avons vu que la propagation des oncles dans le mouve- 
ment rectiligne d'un gaz est liée aux propriétés des caracléristiques des 
équations aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépen- 
dantes. 

D'une façon tout analogue, Tétude des ondes dans l'espace à trois dimen- 
sions n'est pas distincte de la théorie des caractéristiques généralisée, 
comme l'a fait Beudon (^), au cas d'un nombre quelconque de variables 
indépendantes et étendue aux systèmes d'équations à plusieurs inconnues. 

Comme pour le cas de deux variables, cette théorie découle de la discus- 
sion du problème de Cauchy. 

Prenons, pour fixer les idées, une équation du second ordre que nous 
supposerons, en outre, linéaire par rapport aux dérivées secondes, de sorte 
qu'elle aura la forme 

(1) 2 (iikVik -H Z == 

i, k 

. ' . ■ h^z 
où pi]i désigne la dérivée partielle de la fonction inconnue z parrap- 

port aux variables indépendantes (différentes ou non) oci et oc^^. Nous sup- 
posons qu'il y a n de ces variables indépendantes, oci, oc^^ ...., x^ de sorte 
que les indices i et k prennent, indépendamment l'un de l'autre, les va- 
leurs 1, 2 , n, 

(i) Bull. Soc. Math. Fr. 1897, p. 108420. 
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Quant aux aj/, et à Z, ce sont des fonctions de z, x^, x^, ...., x^ et des dé- 
rivées premières Pi,j»2 ....ji^^j de ^ par rapport k x^, x^ ,,,.^ Xn. 

S79. — Considérons la multiplicité n — 1 fois étendue ou hypersitr- 
face M„_i représentée par l'équation 

Soient P^, F^, ...., P;î_i les dérivées partielles de Xn par rapport à 
Xi,x^, ..,.,Xn—i déduites de Téqualion (2) . Si U est une fonction quelconque 
de x^,x^, ....,^„._i,^^,et que cette dernière quantité soit remplacée par sa 
valeur tirée de l'équation (2), Usera, surMn_i,une fonction dex^,x^, ...,, 
Xn—^, Nous désignerons par le symbole d les dérivées de U prises dans 
cette nouvelle hypothèse. Il est clair que celles-ci sont liées aux premières 
par les relations 

(3) -^ = ---\-Pi -~ (i = 1, 2, ..., n — 1). 
^^ dxi hXi '^Xn ^ ' » > y 

Pour la fonction z, on aura ainsi 

(4) £.-=i'^ + P^^" 
et, pour U — Pk) 

dpk o A' = 1,2, n-~i\ 

(^) ^;-^^-^p^^- u = i,2,....,n ; 

Si, d'une manière générale, nous désignons par la notation pi;,.../j la 

dérivée '■ prise par rapport aux [jl variables (différentes ou non) 

Xi, Xji, ...., Xh, on aura, pour U = Pkh 

(50 ^ ^ Pi,, -^ P,p,u, 

et ainsi de suite pour les dérivées de tous les ordres. 

279^K — Gela posé, imaginons que Ton donne, en chaque point de M„_ ^, 
les conditions de Cauchy, à savoir les valeurs de z et de ses dérivées pre- 
mières. Celles-ci devront satisfaire, bien entendu, à la relation 

dz = Pi dxx -h p^dx^ -f- .... Pndxn 

surMn_i, c'est-à-dire aux relations (4) (de sorte qu'il suffira en réalité 
de se donner z ^ip)n)' 
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Cherchons à déterminer les dérivées secondes de z. Celles-ci devront 
vérifier les équations (5), et il est aisé de voir qu'en général elles seront 
ainsi déterminées, une fois adjointe l'équation (1). Si, en effet, nous consi- 
dérons d'abord les relations (5) dans lesquelles l'indice Â: a la valeur n, 
ces relations nous donneront 

(6) p,„=.^_P,p„„. 

Si, au contraire, nous supposons k différent de n, nous aurons (en per- 
mutant les indices i et k) 

dpi r) 

et, en tenant compte de (6) 

(6') ^^^=g-p^ê-^p^p^-^- 

Toutes les dérivées secondes sont ainsi exprimées en fonction de p^n- 
Reportons enfin ces expressions dans l'équation donnée : nous aurons un 
résultat de la forme 

(7) Ap„, + K=-'0 
où A et K auront les valeurs 

n — 1 71 — 1 

(S) <! i,k=^i i =. 1 

en désignant par la notation ^ ^^^ sommation où l'on ne donne pas aux 

indices variables la valeur n» 

Supposons A différent de zéro. L'équation précédente nous déterminera 
Pnn et, par suite, toutes les dérivées du second ordre. 

280. — Passons au calcul des dérivées troisièmes. Les relations (5') 
permettront de calculer toutes ces dérivées en fonction de la seule Pnnn- 
Pour cela, nous ferons tout d'abord deux, puis un des indices i, h et h 
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égaux à 71 : nous aurons ainsi clos relations qui ne se distingueront évi- 
demment de (6) et de (6') que par l'indice n ajouté à chaque lettre p et qui 
nous donneront, par conséquent, 

__dpjm p 

t/mn — ^ ^ % t'nnni 

(9) "! ^ ' 

d'où Ton déduirait les dérivées dans lesquelles aucun indice de différencia- 
tion n'est égal à n par une troisième application de la formule (5'). 

Nous avons, d'autre part, entre les dérivées cherchées, les relations 
obtenues en différenciant l'équation donnée (1). Mais il suffit d'écrire une 
seule d'entre elles. Toutes les autres se réduiront à la première, moyennant 
les relations (5), (5') : car, si nous désignons par ^g^ le premier membre de 
l'équation (1), on pourra différencier, surMn- i> l'équation â^ = 0, puisque 
celle-ci est vérifiée en chaque point de M„ _ ^, et l'on aura 

ce qui montre bien que la condition — = entraine - - = 0, pour toutes 

les valeurs de i. 

Or, si nous différencions l'équation (1) par rapport à ccn, le résuUat 
obtenu sera évidemment de la forme 

(10) 2 f^ikVikn -H Z^ =0, 

l^ étant une fonction des œ, de z et de ses dérivées premières et secondes 
seulement, quadratique par rapport aux dérivées secondes Q), Si, dès lors^ 
nous comparons le système des équations linéaires (9), (10) à celui des 
équations (1), (5), nous voyons qu'aux termes constants près, ils sont 
identiques, une fois chaque inconnuepi^r. remplacée par pi;,,î. Par conséquent, 
lorsqu'on exprimera ces dernières en fonction de p^nn par le moyen des 
relations (9), l'équation en p^^n sera 

(11)' ^Pnnn + K^ = 



(0 l^ sera même linéaire par rapport aux ;pm si les aik sont indépendants des déri- 
vées premières de z. 
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dpin p dpnn\ , X^' ^ dprvn _^ ^ 



("■) ■'.=2'«..(È7-^>tf)+i;'» 






est fonction des Xi, z, piy pik- La condition nécessaire et suffisante pour 
que les conditions (9) et (10) déterminent bien les dérivées troisièmes est 
donc encore A ;zf 0. 

Le calcul des dérivées quatrièmes, cinquièmes, etc.^ sera tout à fait 
analogue aux précédents. On aura, pour chaque ordre^ une inconnue 
déterminée par une équation du premier degré dans laquelle le coefficient 
de cette inconnue sera toujours la même quantité A. Toutes ces inconnues 
seront donc bien déterminées sous la seule condition A ;zf 0. 

281. — On arriverait au même résultat par un changement de variable. 
Substituons, en effet, à œ^ la nouvelle variable indépendante 

La nouvelle équation de M„._^ sera x' n = et Féquation aux dérivées par- 
tielles rapportée à ce nouveau système de variables sera |j^' r= 0. On pourra 

calculer toutes les dérivées successives en fonction de z et de --7- si Téqua- 



ô-^ 



w'i 



r± 



tion J^^ = est résoluble par rapport à la dérivée 

Or, si Ton revient aux anciennes variables, il est évident, d'après ce qui 
précède, et facile à vérifier directement, que la condition 










ainsi obtenue donne A ;zf 0. 

On retrouve donc bien ainsi la même conclusion que tout à Theure. 

Mais, de plus, on en obtient une autre également très importante. On sait, 

^z 
en effet, d'après la démonstration de M^^^ Kowalewski, que si z et —^ sont 

()X n 

pour OG'n = àes, fonctions analytiques et régulières de œ^, x^, ,..^ oon—^ 
et que la fonction §^' soit analytique et régulière par rapport aux quantités 
qui y figurent, le problème admettra une solution z analytique et régu- 
lière en Xi, x^y ...., Xn^i, cc'n. Ce résultat se transporte évidemment au 
système de variables donné. Autrement dit, les dérivées successives dont 
nous venons d'indiquer le calcul sont les coefficients d'un développement 
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de Taylor convergent pour des valeurs suffisamment pclites des argu- 
ments. 

283. — Supposons maintenant que l'on ait, sur toute (^) Fhypersurface 
M^_i, la relation 

(12) k=^0. 

Alors il faudra, pour que le problème soit possible^ ou du moins pour qu'il 
existe une solution z admettant des dérivées de tons ordres sur Mn_i, que 
la série des valeurs données de z, p^^'p^', ••••? Vn vériOe la condition K = 0, 
laquelle peut encore s'écrire, en remplaçant les pi par leurs valeurs en 
fonction de p„ tirées de (4) (^) 

!^88. — Si au contraire, on considère pour un instant une solution 
donnée % de l'équation (1), la condition A = est une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre par rapport à jr^» considéré comme 
fonction de ^i, x^ ^n-i- Les multiplicités (2) qui vérifient cette équa- 
tion seront dites des caractéristiques de l'équalion donnée. 

Il importe de remarquer que, pour former les caractéristiques, il ne 
suffit pas, en général, de se donner l'équation (1) elle-même : les caracté- 
ristiques ne sont définies que pour une intégrale déterminée de cette équa- 
tion, puisque les coefficients ne dépendent pas seulement des x, mais 
encore de z et de ses dérivées. Il n'y a d'exception que pour des équations 
de forme particulière, celles où les coefficients «j^ des termes du second 
ordre sont fondions des x seuls. 

Comme équation du premier ordre, l'équation aux dérivées partielles 
A = admet elle-même des caractéristiques (^) qui ne sont plus des mul- 



{}) Nous ne traitons pas ici le cas où A est nul sur une partie seulement de M^-i 
(savoir, sur une multiplicité n — 2 fois étendue appartenant à Mn- i) lequel corres- 
pond à une singularité (comparer ch. iv, n^ 233) si K est différent de zéro et que 
nous retrouverons plus loin (n^s 3l6*3fl8) lorsque K sera nul. 

(2j Vik désigne, bien entendu, la dérivée -, — ^— . 

(3) Voir GouRSAT, Leçons sur V intégration d's équations aux dérivées payHielle 
du premier ordre. 
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tiplicités n — 1 fois étendues, mais des lignes (multiplicités à une dimen- 
sion), définies par les équations différentielles ordinaires 



lesquelles entraînent encore 



CL Ou 11 



Ces lignes jouent également un rôle essentiel dans la théorie actuelle : 
nous les nommerons hicaractèristiques ou encore rayons^ en raison d'une 
signification physique que nous leur reconnaîtrons un peu plus loin. 

Toute hypersurface caractéristique M^. ^ est un lieu de hicaractèristiques, 
une de ces lignes passant par chaque point de M„ .j. 

S84. — Les hicaractèristiques cesseraient d'être définies dans un cas 

que nous exclurons, au moins en ce moment : celui où -p- serait nul pour 

toutes les valeurs que peut prendre l'indice i. 

Si l'on considérait Pi, P^, ...., P„ _ i comme des coordonnées carté- 
siennes et l'équation (12) comme représentant une surface, ce cas correspon- 
drait, comme on sait, à l'existence d'un point multiple sur la surface en 
question. Nous dirons, par analogie, que M„_ ^ est une caractéristique mul- 
tiple, son ordre de multiplicité étant celui du point (P^, Pg, ..., P«-i) 
sur la surface (12). 

385. — La condition (13) introduit déjà les hicaractèristiques. Le coef- 
ficient de -—■ dans cette équation est, en effet 

(15) — 2 aiu P& -H a^^ =■■:: — 2 ^ • 

on peut poser 

1 '^^ dpn ôA ^ 

^^'^~~ 2 2a dx- ôP-"^ ' 



Si donc on donne tout d'ahord la distrihution des valeurs de %^ sur la 
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multipiicité (2), celle-ci étant supposée caractéristique ('), la condition (13) 
donnera, pour déterminer p,î, une équation aux dérivées partielles linéaire 
dont les caractéristiques seront précisément les courbes (14). 

^86. — Revenons au problème de Gauchy en supposant A = et la 
condition (13) également vérifiée. Alors l'équation (7) ne détermine 
plus pnn- Mais ainsi qu'il arrive déjà dans le cas de deux variables, cette 
quantité ne peut pas être prise tout à fait arbitrairement. Pour A = 0, en 
effet, l'équation (11) est également impossible ou indéterminée et la con- 
dition de possibilité est 

Kx = 0. 

Or si, sur l'expression (11') de K^, on opère comme il a été fait sur celle 
de K, c'est-à-dire si Pou y remplace les pi^ par leurs valeurs en fonction 
de j9„n tirée de (6), on trouvera évidemment 

pmu considéré, sur la multiplicité M„_j, comme fonction de ooi, x^^ .... 
(%?n-i> satisfait donc à une équation linéaire aux dérivées partielles du 
premier ordre. 

Les caractéristiques de cette dernière équation ne sont autres que les 
bicaractéristiques situées sur M„__ ^. 

Si on désigne par ds la valeur commune des rapports (14) (s étant un 
paramètre qui définit un point variable de la bicaractéristique) l'équa-, 
tion (16) deviendra 

/ "P«w T ri 

mm 1 ^\ U, 

T^ ds ^ 

c'est, comme on le voit, une équation différentielle du premier ordre 
en prin considéré comme fonction de 5. 

On ne peut donc se donner arbitrairement p^^ qu'en w/i point de chaque 
bicaractéristique : autrement dit, si sur Mn_-i nous traçons une multipli- 
cité M«_2 rencontrant chaque bicaractéristique en un point et en un seul, 
Pnn sera arbitraire sur Mn_2 seulement et non pas sur Mn-j. 



(1) Toutefois, il faut observer que les caractéristiques ne peuvent pas être définies 
sans qu'on donne les p^, à moins que les «^ ne soient indépendants de ces quan- 
tités. 
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Une fois p^n ainsi choisi, pn7m sera déternainé non plus par l'équation (1 1), 
mais par les conditions relatives aux dérivées quatrièmes. Or, les équa- 
tions qui déterminent celles-ci sont identiques à celles qui déterminent les 
dérivées troisièmes, à un terme près qui ne contient que des dérivées pre- 
mières et secondes, moyennant le remplacement de p^/, par pj/,n et de pi/,n 
ipar pii^nn- Donc nous aurons pour pnnn, considéré sur M^-^, une équation 
aux dérivées partielles linéaire du premier ordre dérivant de (16) par la 
môme substitution, sauf le changement du terme où pnnn n'est pas diffé- 
rentié (terme qui sera linéaire, et non plus quadratique, par rapport 
à Pnnn) : de sorte que pnnn pourra, comme pn7i, être pris arbitrairement en 
un point de chaque bicaractéristique. 

Il est clair que des considérations toutes semblables s'appliqueront aux 
dérivées suivantes de tous les ordres. 

^S'î. — Nous avons supposé l'équation de Mn_i résolue par rapport 
à œn. Si cette équation était prise sous une forme quelconque 

(20 n(^^, X,, ..., œn) = 

les dérivées partielles P^, P^, ..., Pn-i de œn par rapport à x^^ oo^^ ...^Xn~^ 
s'exprimeraient en fonction des dérivées partielles tc^, tt^, ..., tt^ de H par 
rapport à œ^^ œ^, , ^„_j,^„ à Taide des formules 

(17) ^^=-~ (^_^,2, ...,n-.l) 

de sorte que la quantité A qui doit être nulle pour que M„_^ soit caracté- 
ristique serait (^) 

n 

(18) ^^2 ^if^'^i'^^' 

On pourrait d'ailleurs faire cette substitution dans la série des calculs 
qui nous ont conduits à l'équation des caractéristiques. Considérons, par 
exemple-, les relations (5) : moyennant la substitution (17), elles devien- 
dront 

(19) T.n j^ = 'KnPik — '^ipUn- 



(1) Cette nouvelle quantité A est égale à l'ancienne, multipliée par ir^n 
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Soit p% un système délerminé de valeurs des pik vérifiant ces équations. 
Pour toute autre solution pi^, on aura 

/ ^ ___ j^ 2 ... n 1 

(20) 7r„ [p,j, — pl) = iziip,n - pL) (^^ ^ i' 2! '.*.*.! n 

d'où résulte 

(2O0 Pz/c =pI H- >^ ^iîTfc (e, k = i, 2, ..., n) 

X étant un certain paramètre. Ces dernières formules représentent donc la 
solulion générale des équations (5). En la substituant dans l'équation (1), 
on aura une équation du premier degré pour déterminera ; et le coefficient 
de X sera précisément la quantité (18). 

Quant aux bicaractéristiques, elles seront données par les équations 



ôA ~~ ôA 


dXn-i 

■ ~ ôA 


dXn 
~~ ôA 


ÔTT^ ÔTTg 


ÔT^n-l 


ÔTTn 



(14bis) 

qui se déduisent de (14) et de (14^) par la substitution (17), en tenant 
compte de ce que la quantité (18) est homogène et, d'autre part, nulle sur 
la caractéristique. 

!S88. — H est évident que les raisonnements précédents s'étendent 
d'eux-mêmes à une équation d'un ordre quelconque, pourvu qu'elle soit 
linéaire par rapport aux dérivées de Tordre le plus élevé. 

Il est également aisé de faire disparaître cette dernière restriction. Soit, 
par exemple, une équation du second ordre <i^= non linéaire par rap- 
port aux pif^. Le problème qui consiste à déterminer une solution z de 
cette équation, connaissant les valeurs de z et de pn sur Mn_i, peut être 
remplacé par le suivant : trouver une solution de V équation 

(21) ^ = 

connaissant, sur Mn_^, ses valeurs, celles de ses dérivées et celles de ses 
dérivées secondes, ces dernières données étant convenablement choisies : 
elles seront déterminées par les conditions (5) et l'équation ^= 0. Toute 
fonction z qui répondra au premier problème répondra en effet au second, 
et d'autre part, si z satisfait à l'équation (21), IFsera une fonction de 
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^1, ^2J 7 ^n-i seuls et sera, par conséquent, partout nul s'il l'est pour 

Or, l'équation (21), qui est du troisième ordre, est linéaire par rapport 
aux dérivées troisièmes, le coefficient dejDî/,^ étant — : elle admettra donc 
des caractéristiques données par l'équation 



nn 



(22) y ^^p,p,_v.^z.p, 

(ou 

(22') 2s| — «' 

si Téquation de M^-i est prise sous la forme (2')) : autrement dit, par la 
condition que le déterminant fonctionnel de Téqualion donnée et des rela- 
tions (5) (ou (20) ) par rapport aux pik s'annule. En un mot, les aïk seront 

simplement remplacés ici par les quantités r— * 

Seulement, on voit que, à l'égard de la théorie des caractéristiques, 
l'équation donnée se comportera comme une équation du troisième ordre, 
c'est-à-dire que les considérations du n° S80 ne s'appliqueront qu'à 
partir du calcul des dérivées troisièmes et non de celui des dérivées 
secondes, comme il arrivait dans le cas où l'équation donnée avait la 
forme (1). 

Par exemple, nous ne pourrons plus en général, écrire la condition (13), 
mais seulement la condition (16), savoir 

( n — ^ V' ^J^ ^^ _u T 

A élant^^e premier membre de l'équation (22). 

^80. — Il est cependant un cas où, l'équation n'étant pas linéaire, il 
n'est pas nécessaire de la différencier préalablement pour lui appliquer la 
théorie précédente. C'est ce qui arrive, lorsque le nombre des variables indé- 
pendantes est de deux, pour les équations de Monge Ampère (équation (17) 
duno t^H), 

Hadamard 18 
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Pour n quelconque, la même circonstance se présente toutes les fois que 
le premier membre de l'équation est une fonction linéaire du déterminant 

Pli Pi2 Pin 

P2I P22 P2n 

Pn\ Pn2 Pnn 

et de ses mineurs (*). 

C'est en particulier, ce qui a lieu pour toute équation que l'on déduit d'une 
équation de la forme (1) par une transformation de c<mtact. Il était évident 
a priori (comparer ch. IV, n° tO^), que les conclusions précédentes devaient 
subsister pour une équation ainsi obtenue et même que les caractéristiques et 
les bicaractéristiqiies sont conservées dans la transformation, 

^90. — Ainsi que nous l'avons vu, pour le cas de deux variables, au 
n° 101, la condition (12) est celle que doit vérifier M^_i pour que deux 
intégrales de l'équation soient tangentes entre elles en tous les points de 
cette multiplicité, du moins tant que ce contact ne sera pas d'ordre inlini. 

Cette notion est, d'ailleurs, équivalente à celle de la propagation des 
ondes lorsque celle-ci s'applique à des mouvements qui peuvent être con- 
sidérés comme ne dépendant que d'une seule fonction inconnue. 

Considérons, par exemple, les mouvements d'un gai qui dérivent d'un 
potentiel des vitesses <ï>. Les composantes de la vitesse dépendent alors des 
dérivées premières de ce potentiel, et il en est de même de la pression 
d'après l'équation (^) 



(23) 



Supposons que deux mouvements de cette espèce présentent entre eux une 
discontinuité d'ordre m(m>>2). Cet ordre sera aussi celui des premières 
dérivées du potentiel qui soient discontinues. 

œ, y^ z, tf ^ étant considérés comme cinq coordonnées, chacun des deux 
mouvements sera représenté par une surface dans Tespace à cinq dimen- 



(^) Ces équations ont été étudiées d'une manière générale par M. Goursat [BulL 
Soc. Math. Fr., tome XXVIl, p. 1-34; 1899). 

(-) Voir par exemple Kirghhoff*, Mécanique, 15<^ leçon. 
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sions, surfaces ayant entre elles un contact d'ordre m. Toutes deux devront 
d'ailleurs satisfaire à l'équation différentielle du mouvement, savoir Q) 

où p doit être remplacé par sa valeur tirée de (23). 
La multiplicité de contact 

(24) ^{œ,y, z,t)==0 

devra donc être une caractéristique de cette équation. Or, dans celle-ci, les 
termes du second ordre sont 



'() 




ô ô<î> 




ô ô<ï> 




^ 


— 


-i- 


— — 


-+- 


— 


H- 


— 


ô^ 




hx ^X 




^y ^y 




ÙZ 






do 



de sorte qu'on devra avoir 

<^^)(3+"2-3-»sr=|[' 



/ÔC9\2 /ôcp\2 



\bxj \i)yl \^z 

Cette équation est équivalente à la formule (5) (n*' ^40) qui fait 
connaître la vitesse de déplacement de l'onde. 

Les raisonnements mêmes par lesquels nous avons obtenu ces deux for- 
mules sont d'ailleurs analogues les uns aux autres, quoique cette analogie 
ne puisse nous apparaître complètement tant que nous n'introduisons que le 
potentiel des vitesses au lieu des trois coordonnées œ^ y, % considérées comme 
fonction de a, h, c, t. Considérons, par exemple, les équations (20) ou (20^) : 
elles expriment que^ pour deux intégrales qui se raccordent suivant la mul- 
tiplicité (2') avec identité des dérivées premières, les différences des dérivées 
secondes sont entre elles comme les carrés et les produits deux à deux des 
dérivées partielles du premier membre de (2^). Ce fait n'est autre que celui 
que nous avons établi au n° QT (^). 



(i) KmcnHOFF*, loo. cit. 

(2) Toiilefois, la théorie des caractériétiques ne dispense pas du lemme du n» 'ï^^ 
lemme qui a été implicitement admis dans ce que nous venons de dire. 
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S91. — Pour appliquer la théorie des caractéristiques à l'étude du 
mouvement le plus général des gaz, il est nécessaire de l'étendre au cas des 
systèmes d'équations, le nombre de celles-ci étant supposé égal à celui des 
fonctions inconnues: cas auquel le théorème de Cauchy et de M"^^ Kowa- 
lewsky continue à s'appliquer, du moins lorsque, d'une part, on suppose 
toutes les données analytiques, et que, de l'autre, on exclut certains cas 
exceptionnels (ceux où il est impossible de résoudre par rapport à des 
dérivées d'ordre le plus élevé appartenant respectivement aux diverses 
fonctions cherchées) lesquels n'interviennent pas dans les problèmes dont 
nous nous occupons. 

Rappelons que, contrairement à ce qui se passe pour les équations diiïé- 
rentielles ordinaires, le cas de plusieurs équations aux dérivées partielles à 
un nombre égal de fonctions inconnues est essentiellement distinct de 
celui d'une seule équation. Il est impossible de ramener l'un à l'autre en 
éliminant une ou plusieurs inconnues : on n'obtiendrait pas ainsi, en effet, 
une équation unique pour déterminer l'inconnue restante, mais un système 
d'équations dont la discussion, au point de vue de l'existence et de la 
recherche de leurs solutions communes, serait, en général, plus compliquée 
que celle du système primitif. 

Nous prendrons, pour fixer les idées, le cas qui se présente le plus com- 
munément en Mécanique, celui de trois équations à trois inconnues ?, r^^ Ç 
et nous supposerons encore les équations du second ordre et linéaires par 
rapport aux dérivées secondes pi^, de 5, aux dérivées secondes g^/,. de r\ et 
aux dérivées secondes Vi^ de Ç. Elles s'écriront donc 

oxittih, a'iji, ...., c'iuy c"ik'> (i"ik]> l-, ^ •> ^' dépendent des fonctions inconnues, de 
leurs dérivées premières (celles de $ étant désignées par p^, p^, ,,..jPn, 
celles de tq par qi, q^, ...., ç'^, celles de ï par r,, ^2, ...., r^) et des va- 
riables indépendantes qui sont toujours les x. 

Nous considérerons encore la multiplicité M„_i, sur laquelle nous suppo- 
serons données les valeurs de ?, "îq, Ç et des dérivées premières (ou, plus 
exactement de p^, qn^ Vn). Les Çif^, Th, vérifiant des équations toutes sem- 
blables à (6), (6'), on pourra appliquer aux termes qui 1rs contiennent les 
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transformations que nous avons faites aux n''^ S79, ^82, et les équations 
données prendront par conséquent la forme (comparer (7), (15)) 

Apnn -H ^qnn + ^rnn — ^ 2. dXi ^?i'~^ Zà 2 dXi ôP^ 



(27) 



jLà 2 ô^i ôPi 



A pnn -+ b gnn H- ^ ^^n ^4 2 dXi m '^ 2^ 2 dXi ôP^ 

OÙ A, B^ G désignent les quantités 

A =.■ 2 atf, Pi P/^ — ^ «in Pi -H «5nn 

tandis que A', B', C\ A", B\ G" sont des quantités tout analogues formées 
avec la seconde et la troisième équations, et que 



d\ 



,^^^ , ^ "" 2 ""'' \d^dx\ ■" ^''^v '^ 2 ^'^^ \dxidx, 

^^^^ \ "/ / d% 



Pi/£ ^n 



*r 



Ci/c 



dxi dxji 



PiA-^^n 



ainsi que les quantités analogues U, L", sont des fonctions de p„, qn, r„ et 
de la distribution des valeurs de ^, '^, X, sur M„„i. 

Dès lors, la condition pour que la recherche des dérivées secondes soit 
un problème impossible ou indéterminé est 



(29) 



H 



ABC 

A' B' C 
A" B" C" 



= 0. 



On a ainsi, comme on voit, une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre, mais du sixième degré. 
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S9^- — Plaçons-nous d'abord, dans le cas le plus général, celui où la 
multiplicité Mn—i étant caractéristique, c'est-à-dire vérifiant Téqualibn 
H = 0, les mineurs du déterminant H ne sont pas nuls à la fois en un 
point quelconque de cette multiplicité. Alors la condition pour que le sys- 
tème soit indéterminé (et non impossible) par rapport à pnyi-> g_nn^ 'i^n est 
unique, savoir une certaine équation de la forme 

W 2' M; -«£ + ■"£;) + •=». 

linéaire par rapport aux dérivées de pn, ^n, '^n, prises sur Mn — i. 

On peut donc, cette fois, choisir arbitrairement, en chaque point de 
M„_ 1, deux des trois dérivées premières jt^n, Qn, ^n et déterminer la troi- 
sième par cette condition. Mais ici les caractéristiques de Féquation linéaire 
du premier ordre ainsi obtenue ne seraient nullement les analogues des 
hicaractéristiques définies tout à l'heure dans le cas d'une seule équation. 
Elles ne coïncideraient pas avec les lignes que nous allons rencontrer dans 
le calcul des dérivées troisièmes et qui, elles, seront les véritables hicarac- 
téristiques. Au reste, les caractéristiques de l'équation en r„ ne seraient pas 
les mêmes que celles de l'équation en p„. ou en qn. 

En un mot, tant qu'on s'arrête aux dérivées secondes, le calcul se pré- 
sente d'une manière très différente, suivant qu'il s'agit d'une ou de plu- 
sieurs équations. 

^93. — La condition (30) étant supposée vérifiée, la solution du 

système (27) sera indéterminée. Si a, p, y, a^ P^ 7^ a'', P", Y sont les mi- 
neurs de H relatifs aux éléments A, B^ C, A', B', G', A'', B'', C" respective- 
ment, a étant par exemple, supposé différent de 0, toutes les solutions de 
ce système seront comprises dans la formule 



(31) 



[p^nn, q^nny 'i'^nn) étant Tuue d'ollcs ct p uu paramètre arbitraire. 

Passons aux dérivées troisièmes. D'après les calculs précédemment 



Pnn 


= 


P\n 


-h 


ap 


qnn 


r= 


q\n 


-+- 


PP 


^nn 




' nn 


+ 


ÏP 
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, lesquels seront donnés par 



effectués, il suffira de trouver pnyim ^i 
les équations 



nnm ' nnu} 



(32) 



Apn 



A-'Pn 



A"pn 



Bq, 



AU 2 dxi ^Vi ^ * ' 



Zà 2 dXi 5P^ -^ ^ 1 — ^• 



Lj, L'i, L''^ désignant de nouveaux termes quadratiques en p^n, q^nn^ 'i\n, à 
coefficients connus. La condition de possibilité de ce système s'obtient en 
multipliant la première équation par a, la seconde par c/.\ la troisième 
par ol" ; il vient ainsi, pnnn, qnnn et Vnnn disparaissant du résultat, 



ôA 
ôPi 









(320 



^' 1 dpnn l 

Zà 2 ^dxi V 

^' 1 dqnn / ôB , , ôB' , , ôB"\ 

2' 1 
2 



^^^ 



5Pi 



^ .P. 



"- ôP^ 



(aLi H- a'L'^ 



a^^L"0=:0. 



Dans cette équation, nous avons à substituer les valeurs de ^nn» ^nn» ^nn 
données par les formules (31). Il est clair que nous obtenons ainsi, pour 
déterminer p, une équation linéaire (non homogène) aux dérivées partielles 

du premier ordre en p, le coefficient de — - étant 



1 



ôA 



2n%p, 



, ôA' , ^M' 
1 / ôC 



+2n^-R 



i . / ôB 



,5B' ,ôB'" 

ÔPi ^ ôP; 



ôC 



ôP ôPi. 

Mais, d'après des identités bien connues, la condition H = entraîne 
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Nous pouvons donc mettre a en facteur et le coefficient de ^ ce, savoir 

ôG ,^C' „ôG" 



ôA 


1 ^A „ 


ôA" „ 




^+P' 


ôB' 


^"î-^; 


1) est autre que -jy 


• 










Do 


ne les caractéristiques 


de Téquation ( 


en p sont 


(33) 




5H 


= 


ôH 


= ... 


■~ ôH 



autrement dit, sont identiques à celles de Téquation (29). 

On retrouvera évidemment ces mêmes lignes dans le calcul des dérivées 
des ordres suivants. Ce sont elles que nous appellerons les bicaractéristiques 
du système donné. 



^94, — Le cas que nous venons de traiter est celui des équations de 
l'Hydrodynamique, du moins en ce qui concerne les discontinuités propa- 
geâmes. 

Tout d'abord, en effet, il est clair, comme précédemment, que la multi- 
plicité Sq qui exprime, comme il a été expliqué au n'' 90, la propagation 
d'une onde avec le temps, est nécessairement une caractéristique du système 
des équations du mouvement. 

D'autre part, si deux mouvements d'une masse aérienne se propagent l'un 
dans l'autre suivant une onde, nous savons que la discontinuité qui existe 
entre eux est normale à cette onde en chaque point. Si donc on donne l'un 
des mouvements, les valeurs des dérivées secondes pour Tautre ne dépen- 
dront, en chaque point, que d'une seule inconnue, à savoir la grandeur de 
la discontinuité en question. Ceci revient à dire que la résolution du sys- 
tème (27) ne comporte qu'une inconnue arbitraire et, par conséquent, que 
l'un au moins des mineurs du déterminant H est différent de zéro. 

Si nous prenons les équations de l'Hydrodynamique sous la forme 
d'Euler, les variables indépendantes étant les coordonnées actuelles x,y,z 
et le temps t, l'équation de M^_j devra être écrite sous la forme 

?(^, y, ^, t).= o. 
L'équation aux dérivées partielles à laquelle satisfera la fonction o et qui 
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donnera — en fonction de -^j _Ï, ^, fera ainsi connaître la vitesse de dé* 

U ôo? ^y ^z 

placement de l'onde. Efîectivement, si on forme le d'Herminant H pour les 
équations d'Euler, qui sont quatre équations du premier ordre à quatre 
inconnues ^^, f , iv^ p, on retombera sur Téquation (25), multipliée par le 

facteur! -ï* -+- u -^ -i- v~ -^ w -^] (lequel correspond aux ondes station- 

\M - ^x ^y ^z I ^ ^ ^ 

naiies, dont nous reparlerons plus loin). 

Si, au contraire, nous prenons les variables de Lagrange, l'équation de 
M,î_j étant résolue par rapport à t^ soit 

(34) t = f{a,b,c) 

l'équation des caractéristiques nous donnera la vitesse de propagation 

i 



(35) 



^fa' H- A^ + f7 



rapportée à l'état initial considéré. Nous retomberons donc ainsi sur la 
formule (4) du n° !S40 ; et, en efîet, les calculs précédents, appliqués aux 
équations (1) et (3) du ch. IH, donnent (^), conformément à la formule en 
question et à la relation (35), 

(29') j^ ^-^ * {fa, A, /o) - 1 = 0. 

Si l'équation de Mn— ^ est prise sous la forme 
(340 r[(^^ ^> c,t)=0 

non résolue par rapport à /, on obtiendra la même équation (au remplace- 
ment près du second terme par f^^) multipliée parle facteur ft^, correspon- 
dant encore aux ondes stationnaires. 

!^95. — On voit d'ailleurs bien, dans ces conditions, que les calculs 
par lesquels on parvient au résultat ne sont pas distincts de ceux qui ont 
été faits au chap. v. On devra, en efîet, écrire pour l'inconnue œ des équa- 
tions du type (20^ et, pour?/ et z, des équations analogues où le paramètre X 



(1) On devra, à cet effet, exprimer (comme nous l'avons dit au n» t!84) les dëri 

ôp ôj) ôp ..- > 

ees ~» ^» c^ a laide des dérivées par rapport a «, 

compte de la remarque faite dans la note de la page 92. 



ôw ^p ^p ^ 
vées ~y ^» c^ a l'aide des dérivées par rapport à a, b, c, et, d'autre part, tenir 
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sera remplacé par jx ou v. Or, il apparaît immédiatement qu'on obtient 
ainsi les conditions cinêmatiques de compatibilité qui ont fait l'objet du 
chap. n et que nous avons adjointes aux équations dynamiques du mouve- 
ment (^). 

^96. — On obtiendra la valeur de la vitesse de propagation telle que 
la donne la formule (3) (n° 239) en prenant pour état initial l'état actuel : 
de plus, la forme * (/«, f^, f,) qui figure dans la lormule (29') se rédui- 
sant alors à f,? H- /"^^ ~\- f^^^ nous avons immédiatement à Tinstant consi- 
déré, la tangente à la bicaractéristique, savoir : 

da dh de dt 

ainsi la hicaractéristiqiie ^ rapportée à un état initial coïncidant avec 
l état actuel à V instant et au point considérés^ est normale à V onde, 

2-9'î'. — Si, des équations de rilydrodynamique, nous passons à celles 
de l'Elasticité, nous pourrons également appliquer les considérations pré- 
cédentes, du moins lorsque les coefficients d'élasticité seront tout à fait 
quelconques. En général, en effet, les directions de discontinuités compa- 
tibles avec une surface d'onde déterminée sont en nombre fini, égal à trois, 
chacune d'elles correspondant à une vitesse de propagation différente : 
autrement dit, lorsqu'on donne la multiplicité caractéristique %^ qui repré- 
sente la propagation de l'onde, la direction de la discontinuité est déter- 
minée. Nous pouvons donc raisonner comme nous l'avons fait au commen- 
cement du n° !^94. 

298. — Il en est autrement dans le cas d'un corps isotrope, la déforma- 
tion étant supposée infiniment petite. Nous avons vu, en effet, que, dans 
un tel corps, la vitesse de propagation n'a que deux valeurs possibles (au 
lieu de trois). La première correspond à des ondes longitudinales, aux- 
quelles s'applique ce que nous avons dit jusqu'ici. L'autre, au contraire, 



(1) Il est cependant à remarquer que les considérations des chap. ii-v ne donnent 
pas l'interprétation de la forme que présentent les termes tout connus (indépen- 
dants des %iik) et ne permettent pas, par conséquent, de retrouver les équations dans 
lesquelles ces termes interviennent, telles que l'équation (30) (n'' !8 9 3). 11 y a là 
une lacune sans doute intéressante à combler. 
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égale (avec les notations du r"" S60) à - , convient à des ondes transver- 
sales, et une discontinuité transversale quelconque peut être ainsi pro- 
pagée. Autrement dit, si nous considérons les équations (5) du n° ^00, 
équations dont le déterminant est 



(36) 



— (LM-M)a|3 p62-.M — (L+xM)^^ — (L m- M) Py 

— (L-+-M)aY — (Lm-M)Py p62~.M— (L-i~M)Y' 

:::==— (pG2 ~ M)2 (L -|- 2M — pô^), 



le facteur pG^ — M sera commun à ce déterminant et à tous ses mineurs. 
D'ailleurs, ainsi qu'il résulte évidemment des développements qui précè- 
dent, — et qu'on le vérifie d'ailleurs immédiatement — si, dans ces équa- 

tions linéaires, on remplace les inconnues X, {jl, v par ^-^y <^> kt2 et les 

quantités a, p, y, Ô par 

f^ k ^ A L , 



\//;^ + /;/ -H /-/ \///H-r/-H// ^u'-v^^-vp} s/ry-^fy'-^f.' 

les équations ainsi obtenues ne seront autres, aux termes indépendants des 
inconnues près, que celles auxquelles on arriverait en reportant dans les 
équations mêmes du mouvement (équations (4) du n*^ !^50) les valeurs 
des dérivées secondes tirées de (6), (6'), c'est-à-dire que les équations (28) 
(l'équation de l'onde étant t = f[x^ y y z) ). 

On voit donc, que sur les ondes transversales qui se propagent dans les 
corps élastiques isotropes, le déterminant H est nul ainsi que tous ses 
mineurs. 11 en est évidemment de même pour les ondes transversales sta- 
tionnaires de l'Hydrodynamique, ainsi qu'on s'en assurerait en effectuant 
les calculs du n^ !^94 sans exclure ces ondes, c'est-à-dire sur l'équation 
(34') et non sur Téquation résolue par rapport à t. 

!^99. — ■ Il est donc nécessaire d^étudier, à leur tour, les systèmes pour 
lesquels cette circonstance se présente. 

Nous nous trouvons, alors, dans un cas précédemment exclu (n° !^84) 
même pour l'étude d'une seule équation : celui d'une caractéristique mul- 
tiple. Il est clair, en effet, que toutes les quantités -p- sont nulles (^). 

(1) C'est ainsi que, dans Texpression (36), le facteur pO^ — M figure au carré. 
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Sur une caractérisliquG mulliple, les théories précédentes sont, en général, 
en défaut. Mais il en est autrement si cette caractéristique annule tous les 
mineurs du déterminant H et si son rang, c'est-à-dire le nombre de lignes 
et de colonnes qu'il faut supprimer dans le déterminant en question pour 
trouver un mineur différent de zéro, est égal à son ordre de multiplicité. 
C'est ce qui est établi, pour le cas de deux variables indépendantes, dans 
l'ouvrage cité de M. Goursat (^). 

Nous retrouverons plus loin (n° 3!S7) l'équivalent, pour le cas de n 
quelconque, du résultat ainsi obtenu. Mais, pour noire objet actuel, 
nous serons obligés de faire une hypothèse de plus. 

Dans le cas envisagé au n° précédent, en effet, les caractéristiques 
doubles ont le même degré de généralité que les autres : elles sont définies, 
comme elles, par une une seule équation aux dérivées partielles du premier 
ordre. 

Nous nous bornerons au cas, évidemment très particulier, oii cette con- 
dition est vérifiée : plus exactement, où tous les mineurs du déterminant H 
s'annulent, non seulement sur la caractéristique considérée^ mais sur toutes 
les caractéristiques infiniment voisines de la première. 

Reprenons donc le système d'équations et le système (27) en p^nj ^«n? '^\n 
qui en est la conséquence. et supposons que, le déterminant H soit nul avec 
tous ses mineurs, cette circonstance ayant lieu, non seulement surMn-i, 
mais sur toutes les caractéristiques voisines. 

Le système (27) aura alors deux conditions de possibilité, mais si elles 
sont vérifiées, les trois équations qu'il renferme se réduiront à une seule 
qui déterminera Vnn, par exemple, en fonction de pnn et de qnn - on aura, à 
un terme connu près 

_ A B 

'^nn 7T Pnn 7T ^nw 

Les équations (32) auront également deux conditions de possibilité que 
nous obtiendrons, par exemple, en multipliant la première d'entre elles 
par G", la troisième par — G et ajoutant, puis, opérant de même avec les 
deux dernières et les coefficients G", — G^ Nous trouverons ainsi 



V i /^„ ôA __ p ^' \ dpnn 

u 2r ôPi ^Pj dxi 

C)Pi 



H- 



-^ilc"'^ 



ôPi 



1 /r« ôB 



CL"j — C'Li 



^ ôB;' \ dq„„ 
ôP,/ (IXi 



(iVnn 



0, 



(1) Equations aux dérivées partielles du second ordre, tome ii, note li. 
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Zi 2[ ùP'i ô'P,7 r2xi ~^ Zi 2\ ôPi ôPV (i^7 



(les dérivées troisièmes s'éliminant en vertu des relations 

(37) a = a' = a" = p = p' = p" = V = y' = t" = ^)- 

Si nous substituons à r„„ sa valeur en fonction de jO„„, q„nf nous aurons 
pour ceux-ci les deux équations aux dérivées partielles 

VI' 1 fp" ôA p ôA" A /p„ ôG p ôC"\l dp- 



(38) < 



dxi 









+ ....=-0 



dans lesquelles nous avons remplacé par des points tous les lermes qui ne 
conliennent pas les dérivées depnn> Cinn, termes dont la forme ne nous im- 
porte pas actuellement. 

300. — Ces équations sont, en apparence, de forme beaucoup plus compli- 
quée que les précédentes puisque nous sommesen présence de deux équations 
aux dérivées partielles à deux fonctions inconnues pnn» qnn- Cependant, 
comme les premières, elles se réduisent à des équations différentielles ordi- 
naires. 

Si, en effet, nous tenons compte de la relation AC" = CA", le coefficient 

de -?^-., dans la première d'entre elles, s'écrit 

2V iVi'^^^i^ ^i'^ ^i 
Or ceci n'est autre que ;^ -p- (AG" — CA''} rrr ^ -^ . 

De même, le coefficient de -p^, dans la seconde équation (38), est 

1 / ôA' „, ôa;' ,„ ôC , ôC''\ _ 1 ôp 
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(puisque l'on a également AG^ == CA') ; pendant que les coefficienls 
analogues de ^ sont - ^ ,-pT' g ^r 

Or nous avons supposé que les relations (37) avaient lieu, non seulement 
sur Mn_i, mais sur toutes les caractéristiques infiniment voisines. Ceci 
exige évidemment que les expressions a, a', ...., qui sont des polynômes 
en P^, Pg, ...., Pn-i, aient un facteur commun Hi, les caractéristiques en 
question étant représentées par l'équation H^ = 0. Nous pourrons donc 
poser 

a = R,X, a'=:H,Jlo', a''r=H,Jb^ ^=:]1,^,, p'==H,^\ ^"=.ll^^'\ 

et nous supposerons que les quantités Jlo, ...., (^' ne s'annulent pas toutes 
à la fois en un point quelconque de notre caractéristique. 

Hj étant nul, la dérivée -~ se réduit à %' -^ et une réduction analogue 

01 i Oa ^' 

,. h^" ôa^ ba" ., . ,. ,. . \ , 

a lieu pour 4t ' t: ^ -n - Nos équations s écrivent alors 

^ ôPj ôPe ôPi ^ 

2 Zà ^Pi 6^a?e 2 Zà ôPi C?^i "^ 

2 Zj ôP.- 6^^/ "^ 2 2j ôPi 6^.r^• "^ ''• 

Si donc nous considérons sur M^_i, les lignes définies par les équations 
différentielles 



dXi 


C?^2 


da;^_i 


ôH, " 


-TH, -• 


• ~ ôHi 


ôP. 


ôF, 


ôPn-i 



(s étant un paramètre auxiliaire), nous pourrons écrire nos équations sous 
la forme 

c^' iPp. ^ A.' ^ _|_ ... ^ 
as as 

— % -5 — H ^ "S — h ... — u. 

as as 

Ge sont deux équations différentielles ordinaires définissant pnn 
et qnn en fonction de s. Nous^rou^ns donc/JLes mêmes conclusions géné- 
rales que tout à l'heure. Nous pourrons clipisir arbitrairement les valeurs 
de pnm Çnn GU uu poiut dc chacunc d^-Zlignes définies par les éguajiûJiâ--,^ 
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différentielles (39), après quoi ces quantités seront déterminées sur toute 
[aligne en question. Ce seront ces lignes que nous nommerons encore les 
bicaractéristiques du système. 

Dans le cas des ondes transversales qui se propagent dans les solides 
isotropes, ces bicaractéristiques seront encore normales aux ondes, puis- 
que l'équation des caractéristiques s'écrit 

H, = ^f? - M [u^ -h r,^ + m = 0. 

30 l. — D'après ce qui a été dit au n° 288, il est clair que tous ces 
résultats (tant ceux des n°' !^9l-!293, que ceux que nous venons d'ob- 
tenir), subsisteraient dans ce qu'ils ont d'essentiel si les équations données 
n'étaient pas linéaires par rapport aux pik, quc^ Ha-. Il suffirait encore de 
ditTérentier une fois ces équations par rapport à Xn- Les quantités auc^ hik, ca- 
seraient remplacées par les dérivées des premiers membres relativement 
à pik, quc ou r-ik. 

Il est clair, également, que, si l'équation de Mn-j était considérée sous 
la forme (2^), non résolue par rapport à x^ les caractéristiques seraient 
encore données par l'équation (29), A étant remplacé par l'expression (18) 
(n° 287) ; A', A", ... par des expressions analogues; et que les bicaractéris- 
tiques seraient représentées (dans Fhypothèse du n° 292) par les équations 





dXn 


ÔTT, 


àlZn 



302. — Revenons à l'interprétation dynamique des résultats que nous 
venons d'obtenir. 

Nous adopterons pour représenter nos raisonnements, la convention 
dont nous avons parlé au n'' 100^^% c'est-à-dire que nous tracerons les 
figures correspondantes comme s'il s'agissait de mouvements plans, les 
surfaces de discontinuité étant remplacées sur les figures par des courbes, 
les multiplicités triplement étendues par des surfaces, etc. 

Soient considérés deux mouvements en discontinuité du second ordre 
(ou d'ordre m > 2), suivant une surface dont la po^tiot^ représentée sur 
l'état initial, sera désignée par Sq, et qui doivent satisfaire à un même 
système d'équations dynamiques, par exemple aux équations de l'hydro- 
dynamique. Supposons qu'on donne à un instant donné i^^, la position de 
la surface S^. Les considérations du chapitre V nous apprennent à 
trouver à cet instant, en tous les points de cette surfac?, la vitesse de 
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propagation ou, ce qui revient au même ( n° 100^^'), l'angle de l'hyper- 
surface So. lieu de S^ lorsque le temps varie, avec Thypersurface 
t = tç, : par conséquent, à construire en ce point la direction de S^. D'après 
ce qui a été vu au chap. V et au chap. VI (n° 269-271), cette direction 
est toujours réelle dans le cas des équations de l'hydrodynamique ou de 
l'élasticité. Il peut en exister deux ou plusieurs différentes, entre lesquelles 
les conditions de compatibilité permettront de choisir ainsi qu'il a été 
expliqué au n^ 243. 

803. — Mais les considérations développées dans le présent chapitre 
permettent d'aller beaucoup plus loin. Si en effet, l'un des deux mouve- 
ments est complètement connu, celui vers l'intérieur duquel a lieu la pro- 
pagation, nous connaîtrons une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre (celle des caractéristiques) à laquelle devra satisfaire §(,. 

Or, d'après la théorie générale des équations aux dérivées partielles (^), 
une telle équation, jointe à la condition de passer par la surface Sq, déter- 
mine complètement Thypersurface en question. 

Pour opérer effectivement cette détermination, il suffit (2) de posséder 
une intégrale complète de l'équation des caractéristiques, c'est-à-dire 
(à une restriction près, sur laquelle nous n'avons pas à insister ici (^) ), 
une intégrale dépendant de trois constantes arbitraires (dans le cas qui 
nous intéresse, celui où le nombre des variables indépendantes est de 
quatre). 

Nous partirons d'une multiplicité caractéristique qui, non seulement 
peut jouer le rôle d'intégrale complète, mais est même un peu plus géné- 
rale, puisqu'elle contient quatre constantes, à savoir les coordonnées d'un 
point quelconque (âf^, ^q, c^, i^^) de l'espace E^^. Soit 

(40) H {X,, X^ ... Xn, Pi, P^, ... Pn-i) = 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre quelconque défi- 
nissant Xn comme fonction de x^, x^, ..., Xn-i et où Pi, Pg, ..., Pn-i dési- 
gnent les dérivées premières de Xn^ Pour chaque système de valeurs 
(x\, xlj ... ^^) de Xi, x^, ..., ccn, cette équation donne une relation entre 



(^) GouRSAT, Leçons sur Vintégration des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, n° "ÎS, p. 189-191. 

(2) GOURSAT, lOG. cit. 

(3) GouRSAT, Ibid.y no 43, p. 96. 
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P^, P2, ..., Vn-i' Pour n = 3, ces variables x^, x^, x^ peuvent être 
regardées comme des coordonnées cartésiennes et la relation obtenue 
entre P^ et Pg représente un cône auquel doit être tangente la surface cher- 
chée. Nous pourrons, en nous servant de la géométrie à n dimensions, 
conserver la même interprétation géométrique, quel que soit n, et parler 
du cône r représenté par l'équation (40) au point qui a pour coor- 
données ^î, œ\^ ...j œl, 

A chaque direction (de multiplicités Mn_i) tangente à ce cône, suivant 
une certaine génératrice y, — c'est-à-dire, à chaque système de valeurs 
de Pj, Pg, ..., Pn—i satisfaisant à Téquation pour les valeurs données des 
X — , la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre 
apprend à faire correspondre une caractéristique c de l'équation (40), ayant 
pour tangente au point donné la génératrice y* Toute intégrale passant en 
et pour laquelle P^, Pg, ..., Pn-i ont, en ce point, les valeurs consi- 
dérées, contient nécessairement toute la caractéristique c. 

L'intégrale que nous considérerons avec M. Darboux (^), et qui a été 
nommée par lui intégrale à point singulier, n'est autre que le lieu G des 
différentes caractéristiques c issues du point et correspondant aux diverses 
direclions possibles de y- Elle admet évidemment comme point conique, 
le cône tangent étant F. Elle est inscrite, le long d'une caractéristique c, à 
chaque intégrale passant par 0. 

Dans le cas où l'équation (40) sera celle qui définit les caractéristiques 
d'une équation ou d'un système tels que ceux que nous avons étudiés dans 
ce qui précède, nous donnerons à cette hypersurface G ayant pour point 
conique, le nom de conoïde caractéristique de sommet 0, le cône F étant 
dit le cône caractéristique de même sommet. 

304. — Si maintenant, à son tour, le système en question est celui qui 
régit un mouvement, de sorte que les variables indépendantes soient 
a, &, c, t, et qu'on donne la position S^ d'une onde à l'instant t^, il suffira, 
pour obtenir la multiplicité caractéristique S^ {flg, 19) qui coupe t = t^ 
suivant la surface S^, — c'est-à-dire la multiplicité qui figure la marche de 
cette onde, — de prendre l'enveloppe des conoïdes caractéristiques ayant pour 
sommets les différents points (a^, b^, Cq, t^) qui constituent la surface Sq 
considérée à l'instant t^. Cette enveloppe aura, en général, plusieurs nappes ; 



(i) Mémoire sur les solutions singulières des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre^ n» 2, p. 34 {Mém. des saimnts étrangers^ l. XXVII, 1880). 
Hadamard 19 
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mais, comme au n" !S4fi, s'il y a comipatibilité, la propagalion se fera 
suivant une seule, parfaitement déterminée, d'entre elles. 

Soit 2 la surface (représentée sur la fig. 19 par une courbe), suivant 
laquelle la multiplicité t ■=. i! (représentée sur la flg, 19 par un plan pa- 
rallèle à ^ = if^jest coupée par le conoïde 
caractéristique de sommet (a^, ô^, c^, t^, 
La construction que nous venons d'in- 
diquer pour So se traduira, dans le lan- 
gage de la géométrie ordinaire, de la 
manière suivante : Etant donnée la 
position Sq cCune onde à Vins tant t^, 
pour obtenir la position S'q de cette 
onde à un instant ultérieur quelcon- 




Fig. 19 



que t'y il suffira de prendre Venveloppe des surfaces l^ correspondant 
aux différents points de Sq. 

Lorsque la surface S^ est infiniment petite et se réduit au point 
unique (a^, ^q, c^), la multiplicité §^ n'est autre que le conoïde caractéris- 
tique lui-même. La surface X est donc celle sur laquelle serait distribuée, 
à l'instant t' , une discontinuité concentrée, pour t = t^, aux environs du 
point («0, h,,c^). 

305» — Les ondes rencontrées dans les chapitres V et VI avaient 
(n'^^ ^39, ^Hl) leurs vitesses de propagation toujours réelles et nous 
avons même été conduits à admettre (n°!^TÎ) que ces vitesses étaient 
toujours finies. 

Gomme on le voit immédiatement en se reportant d'abord au cas du 
mouvement à deux dimensions, la condition que les vitesses soient réelles 
quelle que soit la direction de Tonde, revient à celle-ci, que la multiplicité 
^ = ^0 ï^'^st pas sécante au cône caractéristique du sommet 0, et la condi- 
tion que ces vitesses soient toujours finies exprime qu'elle ne lui est pas 
non plus tangente : qu'elle lui est, par conséquent, entièrement exté- 
rieure. 

Si cette condition est remplie, il est clair que la surface 2 ne s'éloigne 
indéfiniment dans aucun sens. En particulier^ la surface 2 correspondant 
au cas où S^ se réduit au point est toujours fermée. 

30G. — Inversement, soit donnée au temps t' ^ t^, une surface S^ 
Supposons d'abord cette surface réduite à un point {fig, 20) et soit 2^ la 
surface de section du cône caractéristique G de sommet par la multipli- 
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cité i' = tç^. Si la surface S^ est fermée comme nous l'admettons (^), il 
suffira, pour déterminer le mouvement en à l'instant t' ^ de connaître, à 
l'instant ^q, le mouvement, non de tous les points de l'espace, mais seule- 
ment de ceux qui sont à Vintérieur » / 
de Sq : nous savons, en effet, que si, » 
pour ^ r=: ^Qj deux mouvements coïn- \ / 
cident à l'intérieur de S^ (tout en t=t' /^ ^q 

pouvant être distincts en dehors de -^'- J\~ ^' 

cette surface), ils coïncideront ensuite / \ ç 

dans toute la région intérieure à la / \ 

multiplicité caractéristique menée / /-'- ~A / 

par Sq, multiplicité qui n'est autre y o^*- / 

que C. 

. . Fia;. 20 

Si maintenant S^^ est une surface 

fermée quelconque et non plus un point, ce que nous venons de dire 
s'applique évidemment en remplaçant l'intérieur de S^ par le domaine 
que remplissent les diverses surfaces S^ correspondant aux différents points 
situés sur S'q ou intérieurs à S^ 

30*T. — Lorsque les coefficients a^^, a^^, ... (n° 378) des dérivées de 
l'ordre le plus élevé sont des constantes, de sorte que l'équation des carac- 
téristiques ne contient pas explicitement les variables elles-mêmes, les 
cônes caractéristiques correspondant aux différents points de Tespaee, sont 
égaux entre eux. 

De plus, le conoïde caractéristique se réduit au cône caractéristique. 

L'équation des caractéristiques est, en effet, vérifiée lorsqu'on donne aux 

quantités que nous avons désignées par les lettres P{ et qui sont 

. . dt dt dt 

ici ~r"> -3^ » ~r , des valeurs constantes, ce qui donne pour t une fonction 

linéaire de a, b, c. Lesbicaractérîstiques correspondantes sont évidemment 
des droites (^), qui ne sont autres que les génératrices du cône r. 



(1) Si le conoïde caractéristique se compose de plusieurs nappes^ de sorte que Sq 
se compose de plusieurs nappes fermées, il faut, ici, considérer la plus extérieure 
de ces nappes, de sorte que G soit la nappe inclinée vers rintérieur de la caracté- 
ristique passant par Sq- 

(2) Il est à peine nécessaire de rappeler qu'en géométrie à n dimensions, on ap- 
pelle droite, une multiplicité à une dimension le long de laquelle les n coordonnées 
sont des fonctions linéaires les unes des autres* 
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Quant aux multiplicités caractéristiques sur lesquelles -r-^ -^, y se 

réduisent aussi à des conslantes^ elles donnent évidemment les ondes 
planes, correspondant au cas où la surface S^ se réduit à un plan et où, 
par conséquent, il en est de même des surfaces S'^ correspondant à tout 
instant ultérieur, moyennant l'hypothèse, adoptée en ce moment, de la 
constance des coefficients a^^ 

808. — Lorsque cette hypothèse est vérifiée, on donne le nom de 
surface des ondes à la surface S qui correspond à ^' — 1^-:=^ \. Comme 
le conoïde caraclérislique est ici l'enveloppe des ondes planes, la surface 
des ondes peut être considérée comme l'enveloppe d'un plan S'^ tel que sa 
distance au plan parallèle Sq menée par soit égale à la vitesse de propa- 
gation d'une discontinuité qui aurait lieu suivant S^. 

Lorsque, au contraire, les coefficients des dérivées de l'ordre le plus 
élevé ne sont plus constants, on définit la surface des ondes relative à un 
point déterminé quelconque 0, en donnant partout à ces coefficients les 
valeurs qu'ils ont en : ceci revient à substituer^au conoïde caractéristique 
le cône r qui lui est tangent. La construction que nous venons d'indiquer 
en dernier lieu reste d'ailleurs valable. 

L'équation de la surface ainsi engendrée est formée dans tous les traités 
de physique pour le cas des milieux gazeux, celui des milieux élastiques 
isotropes et celui des vibrations lumineuses en milieu cristallisé. Dans les 
deux premiers cas, cette surface se réduit à une sphère ; dans le dernier 
(qui n'est autre que celui des milieux élastiques satisfaisant aux hypo- 
thèses particulières des n°^ !^T4-31'6), elle est du quatrième degré (sur- 
face des ondes de Fresnel). 

300. — La définition que nous venons de donner de la surface des 
ondes va nous permettre de constater que les bicaractérisliques, telles que 
nous les avons introduites dans ce qui précède, ne sont autre chose que les 
rayons tels qu'on les considère en physique. 

La direction d'un rayon est en effet, définie comme étant celle de la 
droite qui joint le point au point de contact de la surface des ondes rela- 
tive à ce point avec l'onde considérée. Or, celle-ci est représentée dans 
notre espace à quatre dimensions, par la multiplicité g^ {flg. 19), laquelle 
est tangente au conoïde caractéristique G suivant la bicaractéristique 00'. 

Supposons, pour simplifier, les coefficients des dérivées d'ordre le plus 
élevé constants : alors la surface S [flg. 19) sera homothétique, par rap- 
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port au point 0, à la surface des ondes et la bicaractéristi|ue 00', laquelle 
sera alors une ligne droite, aura bien la direction du rayon, telle que nous 
l'avons indiquée il y a un instant. 

Ce que nous venons de dire subsiste d'ailleurs lorsque les coefficients ne 
sont plus constants ; il faut seulement prendre pour t' un instant infini- 
ment voisin de ^q. L'identité des bicaractéristiques et des rayons est donc 
établie. 

310. — Les considérations précédentes ne permettent pas, sous leur 
forme actuelle, de rendre compte de toutes les propriétés physiques des 
rayons (^). Elles montrent cependant, d'ores et déjà, ces lignes comme 
jouant un rôle essentiel dans la propagation du mouvement. C'est ce que 
met encore en évidence la proposition suivante. 

Soient donnés un premier mouvement satisfaisant aux équations, et une 
onde §Q [flcf. 19), se propageant dans ce mouvement : onde que nous con- 
sidérerons encore comme déterminée par sa position S^ à un certain ins- 
tant tç^. Soit t' l'instant ultérieur où celle onde atteint un point déter- 
miné 0^ Le nouveau mouvement en ce point dé'pendra exclusivement dit 
nouveau mouvement qu'a pris, à Vinstant t^^ le point [fig, 19) situé sur 
la môme hicaractèris tique que 0'. 

C'est ce qui résulte, en effet, des calculs faits aux n°^ !^93 et suivants. 
Ces derniers montrent que, connaissant la multiplicité Sq et les éléments 
de la discontinuité au seul point 0, ces mêmes éléments seront déterminés 
en tous les points de la bicaractéristique issue de 0. 

Si, en particulier, la discontinuité n'existe à Pinstant t^ que sur une 
petite portion de la surface d'onde, elle n'existera, à Tinstant t' , que sur 
une petite portion de la surface S'q, à savoir, celle qui est délimitée par les 
mêmes bicaractéristiques que la première. 

31 1. — Les résultats que nous venons d'annoncer subsistent dans l'un 
et l'autre des deux cas traités précédemment, savoir que le déterminant ait 
ou non un mineur différent de 0. Mais, il ne faut pas l'oublier, nous avons 
supposé, dans le second cas, que la caractéristique considérée partageait 
avec toutes les caractéristiques infiniment voisines, la propriété d'annuler 
tous les mineurs de H. Nos raisonnements seraient en défaut si les carac- 
téristiques qui possèdent cette propriété étaient particulières, c'est-à-dire si. 



(1) Voir, plus loin, nos 350-35t. 
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en un point quelconque, les génératrices du cône F correspondant à ces 
caractéristiques dépendaient de moins de paramètres que les autres. Dans 
ce cas, rien ne pemettrait plus d'affirmer l'existence des bicaracléristiques. 
Dételles caractéristiques singulières mériteraient sans doute d'être étudiées 
au point de vue analytique ; elles sont bien connues en optique : c'est à 
elles que correspond le phènomënQ de loi réfraction conique. Contrairement 
à ce qui a lieu, en général, pour les caractéristiques multiples (^), elles ne 
donnent pas lieu à des singularités des solutions (Voir plus loin, n^ 3^^). 

31 S. — La construction indiquée au n^ 304, permet encore de déter- 
miner l'onde dans des circonstances un peu plus compliquées que celles 
dans lesquelles nous nous étions placés en cet endroit. 

Considérons, par exemple, la rencontre de deux ondes, c'est-à-dire le 
cas où deux surfaces de discontinuité S, S' primitivement tout à fait séparées 
l'une de l'autre et se propageant dans un milieu gazeux que nous suppo- 
serons, pour simplifier, indéfini viennent à se couper. Celte intersection 
aura lieu suivant une courbe l évidemment variable avec t. En employant 
encore le langage de la géométrie à quatre dimensions et représentant les 
,-/ surfaces d'onde par leurs po- 

,( î y\ .'/ sitions Sq, S'o, sur l'état ini- 

tial, on peut dire que les 
mulliplicités Sq, %\ engen- 
drées par les surfaces S^, S'^ 
lorsque t varie, se coupent 
suivant une multiplicité 
deux fois, étendue A, dont 
les sections par t = const. 
sont les positions successives 
de la courbe L II est aisé de 
se représenter, comme nous 
l'avons fait précédemment, 
le phénomène analogue dans 
le cas où il n'y a que deux 
coordonnées œ, y et où les 
multiplicités S^, %'q sont des 
surfaces tracées dans un 
espace à trois dimensions (/?(/. 21). A serait alors une courbe tracée dans 
cet espace. 

(1) Voir, par exemple, la note de la page 306), 




Fig. 21 
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Pendant le temps où S^, S'^ seront sécantes et suivant les positions suc- 
cessives de la courbe Z, naîtront évidemment deux nouvelles ondes, les- 
quelles ne seront en quelque sorte que la continuation des deux premières. 
Il est clair que les nouvelles multiplicités caractéristiques %o, %"i {flg. 21) 
qui représenteront la marche de ces ondes seront déterminées par la con- 
dition de contenir la multiplicité \. et qu'elles s'obtiendront, par consé- 
quent, comme enveloppes des conoïdes caractéristiques ayant pour sommets 
les différents points de A, absolument comme nous l'avions expliqué lorsque 
A correspondait à i^ = const. et se réduisait à une surface S^. 

Des considérations toutes semblables s'appliquent à la rencontre d'une 
onde avec une paroi fixe ou mobile. Cette dernière, par l'ensemble de ses 
positions j)our les différentes valeurs de t^ formera une hypersurface, 
laquelle coupera l'onde suivant une multiplicité A de même nature 
que celle que nous avons tout à l'heure désignée par cette notation. 
11 restera à faire passer par A une seconde caractéristique (onde réfléchie), 
ce qui se fera par la même construction que précédemment. 

Dans ce cas comme dans le précédent, la multiplicité A est, par la ma- 
nière même dont elle est obtenue, extérieure au cône caractéristique ayant 
pour sommet l'un quelconque de ses points, de sorte que (comparer 
n*^ 305), les nouvelles ondes obtenues seront réelles. 

313. — Le cas de la réfraction correspond, analytiquement parlant, à 
celui où l'espace E^ serait divisé en deux régions où les équations du pro- 
blème auraient des formes différentes. Une onde se propageant dans Tune 
de ces deux régions rencontrerait alors leur frontière commune suivant 
une multiplicité A, par laquelle il resterait à faire passer une caractéris- 
tique des équations relatives à la seconde région. Ici, toutefois, cette 
nouvelle caractéristique (onde réfractée) peut être imaginaire même lorsque 
la première est réelle. 

Il est clair que la construction d'Huyghens n'est qu'une application de 
cette manière d'opérer. 

31 4. — Enfin, il arrive souvent qu'une onde se rencontre elle-même : 
autrement dit, qu'une surface d'onde primitivement dépourvue de singu- 
larités acquière, au cours de sa propagation, des lignes doubles (^). Cette 



(1) C'est ainsi que les courbes parallèles à une courbe C, ont, en général, des 
points doubles (même si C en est dépourvue), lorsque la distance devient suffisamment 
grande et est reportée vers la concavité de G. 



Hosted by 



Google 



296 CHAPITRE VII 



circonstance ne doit pas, bien entendu, èlre confondue avec le phénomène 
de Riemann el Hugoniot, étudié au chapitre IV : elle ne trouble pas, en 
général, la régularité du mouvement. 



2. — THEOREMES D'EXISTENCE 



315« — Nous avons, dans ce qui précède, constaté que, sur une carac- 
téristique, le calcul des dérivées de chaque ordre conduit à une indéterrai- 
nation. Il ne résulte pas de là, qu'il existe une infinité d'intégrales résol- 
vant le problème de Cauchy donné, ni même qu'il en existe une seule. 

Pour le cas d'une équation du second ordre analytique à deux variables 
indépendantes, ce fait a été établi par M. Goursat (*), comme conséquence 
du théorème suivant : 

Etant données une équation aux dérivées partielles analytique à deux 
variables indépendantes^ et, d'autre part, deux lignes concourantes 
analytiques dont chacune soit tangente à Vu7ie des caractéristiques issues 
de leur point de concours^ P équation admet une intégrale analytique {et 
une seule) prenant respectivement sur les deux courbes données des 
valeurs analytiques données. 

De ce théorème résulte aisément l'existence d'une infinité d'intégrales 
analytiques résolvant le problème de Cauchy pour une caractéristique. 

Î^16. — Le théorème de M. Goursat a été généralisé par Beudon, loc, 
cit., à l'équation à un nombre quelconque de variables traitée aux 
n*>' 278 et suiv. 

Nous allons démontrer le résultat de Beudon en adoptant des hypothèses 
un peu plus générales. Déjà, en effet, dans le cas de deux variables, il 
n'est pas nécessaire que les deux lignes le long desquelles z est donné 
soient des caractéristiques. Il suffit, comme l'ont montré M. Picard (^) 
pour les équations linéaires analytiques ou non, puis M. Goursat (^) en 
supposant les équations analytiques, mais non nécessairement linéaires, que 
cette propriété appartienne à une seule des lignes en question. C'est un 



(1) Leçons sur les équations aux dérivées partielles du secend ordre^ tome I 
p. 184-193. 

(2) in Darboux, Leçons sur la Théorie générale des surfaces^ tome IV, note 1. 

(3) EquoAions aux dérivées partielles du second ordre, tome 1\, pages 303-308. 
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problème de cette espèce qui s'est présenté au ii° 180 dans Tétude du 
mouvement rectiligne d'un gaz. 

Nous étendrons d'une manière analogue le théorème de Beudon, en 
considérant deux multiplicités à n — 1 dimensions non tangentes entre 
elles et dont la première sera, en un point que nous prendrons pour ori- 
gine des coordonnées, tangente à une caractéristique. Cette propriété sub- 
sistera d'ailleurs (comparer n^ 16!^), après un changement de variables 
indépendantes, moyennant lequel nous pourrons supposer que nos deux 
hypersurfaces aient pour équations ccn = 0, con-^x = 0. 

Sur chacune d'elles, nous supposerons donnée la série des valeurs de ^, 
soit 

(41) \ ^ = 4^(^i,^2^ •••/^^-i) pour^n==0 

l Z = X{X^, 00^, .,,, OOn-^^ ^n) pOUrj^n-i^O. 

Bien entendu, ces valeurs devront coïncider sur la multiplicité (h n — 2 
dimensions) commune aux deux premières : nous pourrons écrire 

L'équation aux dérivées partielles étant 

la condition que ^^=0 soit tangent à une caractéristique s'exprimera 
(n° S88), par la condition 

Par contre, nous supposerons l'équation résoluble par rapport à /^nn-i. 

La condition ^ 0, revient à admettre que la multiplicité M^- 2 définie 

par les équations ccn = ocn-^ = 0, n'est pas tangente à une bicaractéris- 
tique. Siie cas contraire se produisait, les valeurs données 4^, y^ devraient 
vérifier «*^nouvell(^conditioq$de possibilité. Nous avons vu, en effet, que 
la dérivée dep^ suivant une bicaractéristique peut se calculer en fonction 
des z, Xi, Pi : il faudrait que la valeur ainsi obtenue à l'origine fût égale à 
celle que l'on connaît directement puisque pn est donné (à savoir, égal 

à --^) sur la multiplicité Mn-2' ^^ aurait de même une autre condition 

de possibilité en considérant la dérivée de pnn, et ainsi de suite pour chaque 
ordre de dérivation. 



Hosted by 



Google 



298 CHAPITRE Vil 

31 7, — Soit donc l'équation du second ordre^ résolue par rapport 

(43) Pnn-i = F [œ^, 00^, ... Xn, Z,p^ --.^ JPn^ Pu, "">Pnn) 

et supposons que la fonction F soit analytique el holomorphe par rapport 
aux variables dont elle dépend (^), dans un domaine comprenant les valeurs 

que ces variables prennent à Torigine, la quantité - — étant nulle en ce 
dernier point. 

Nous allons démontrer que si les fonctions "^ et j^ sont également ana- 
hjtiques et holomorphes autour de Vorigine^ le problème posé admettra 
une solution holomorphe, et une seule. 

Nous pourrons, quand nous le voudrons, simplifier la question en rame- 
nant ({; et X, à être nuls. Il suffira, à cet effet, d'introduire, au lieu de z, la 
nouvelle inconnue 

z' ^=^ z — 'J^ — X + ^ 

(to (a?j , c^2? •••' ^«-2) étant définie par l'équation (42)). Nous pourrons 
également, en retranchant de z le terme axn Xn~ 1, où a est une constante 
convenable (ce qui diminue ^n?i-i de cette constante) nous arranger pour 
que F soit nul à l'origine. Dans ces conditions, la fonction F sera repré- 
sentée par un développement convergent ordonné suivant les puissances 
de z, des Xi, des pi et des piu à l'exception de p^^n-l, développement qui 
manquera de terme constant et de terme en pnn seul. 

318. — Que cette transformation ait été effectuée ou non, les données 
du problème font connaître les valeurs à l'origine de toutes les dérivées 
de z. 

Tout d'abord, lorsqu'il n^'y a pas, à la fois au moins une différenciation 
par rapport à Xn^ et au moins une différenciation par rapport à Xn- 1, ces 
valeurs résultent de la différenciation des équations de condition (41) : 
elles sont nulles si Ton prend '^ ^:=i j^ z= Ç) , 



(1) Le théorème que nous avons en vue a été, comme nous l'avons dit, établi par 
M. Picard, indépendamment de l'hypothèse d'analyticité, pour le cas de deux varia- 
bles. Dans le cas où n est plus grand que 2, l'extension aux données non analyti- 
qu^es — oa plutôt, la question de savoir comment cette extension est possible — 
Présente des difficultés nouvelles, qui n'ont pas été surmontées jusqu'à présent. 
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Convenons d'autre part, de dire qu'une dérivée partielle de z est anlè- 
rieure à une autre : 

1° Si elle est d'un ordre total moindre ; 

2° Si, étant du même ordre, elle comprend moins de dérivations par rap- 
port h Xn\ 

3° Si, étant du même ordre et comprenant autant de dérivations par 
rapport à ocn^ elle comprend moins de dérivations par rapport à a?n — i. 

Soit maintenant pnn.-njk"*' (o^^ les indices i, i, k.,, ont des valeurs 
tout à fait quelconques entre 1 et n) une dérivée dans laquelle on a diffé- 
rencié à la fois par rapport à ^n et à œn--\' Nous calculerons la valeur de 

cette quantité en appliquant Popération — — — aux deux membres 

OOOi OOC j OOGj^ 

de l'équation (43). Toutes les dérivées qui figureront au second membre 
seront évidemment antérieures à celle que nous cherchons, à la seule 
exception de pmUjk Mais cette dernière s'éliminera à Torigine : car 

elle a pour coefficient — , quantité dont la valeur initiale est nulle. 

^Pnn 

Le second membre de Téquation obtenue ne comprendra dès lors que 
des quantités déjà connues si nous avons pris soin, ce qui est évidemment 
possible, de ne jamais passer au calcul d'une dérivée sans avoir effectué 
celui des dérivées antérieures. 

Cette première conclusion est donc démontrée. Il suit de là que si le 
problème admet une solution holomorphe, cette solution est unique. 

De plus, nous remarquerons : 

j° Que toutes les équations résultant de la différenciation de (43) sont 
ainsi utilisées, de sorte que toutes ces équations sont vérifiées à l'origine 
par le système des valeurs des p^fc... ainsi calculé; 

2^. Que ce calcul ne comporte que des additions et des multiplica- 
tions. 

En vertu de celte dernière remarque, nous pourrons appliquer la mé- 
thode des fonctions majorantes. Nous remplacerons les développements 
donnés de F, ^, j^ par d'autres respectivement majorants des premiers ; et, 
si le problème ainsi modifié a une solution holomorphe, nous pourrons en 
conclure que les valeurs des pfj^..... correspondant au problème donné 
fournissent, elles aussi, un développement de Taylor convergent (lequel 
satisfera nécessairement à l'équation proposée, d'après la première des deux 
remarques qui viennent d'être faites). 

En ce qui concerne les fonctions 4^ et x données, nous pouvons les sup- 
poser nulles, comme il a été expliqué tout à l'heure. Dans ces conditions, 
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chacune d'elles admettra pour majorante toute fonction représentée par un 
développement à coefficients tous positifs. 

Quant à la fonction F, puisqu'elle manque de terme constant et de 
terme enpnn, elle admettra, diaprés une remarque bien connue, une majo- 
rante de la forme 



M 



V, --H ^2, ... + ^n -i- ^ -H 2 ^^ "^ ^ ^''^ 

i = i 



1 



R 



la somme S' se rapportant à toutes les dérivées secondes à Texception 

àepnn-i- 

Beudon, admettant que ^^.^ = était une caractéristique, supprimait 
encore, dans cette expression le terme en p„_i n-i seul. En raison de la 
présence de ce terme, nous devrons, ici, employer l'artifice indiqué par 
M. Goursat, et qui consiste à remarquer que la fonction F est a fortiori 

majorée si nous remplaçons, au dénominateur^ Xn par c^, où X désigne un 

nombre positif quelconque plus petit que 1. Nous sommes ainsi conduits à 
Téquation 



Pn n - 1 



M 



OGi 



-H ... ^n-i + Y H- - -H 2 ^^ "^ 2 ^'^' 



(44)^ ( ' W 

et le théorème sera démontré si nous obtenons, pour cette équation, une 
solution nulle à l'origine ainsi que ses dérivées premières et secondes, et 
se réduisant, tant pour ^„ = G que pour Xn-i = 0, à des fonctions dont 
les développements soient à coefficients tous positifs. 

Nous chercherons une telle solution en prenant z fonction des deux 
variables 

(45) X nr= ^1 -4- ^2 + ••• -^ '^n-2» ^ = X^n-i + ^n * 
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réquation (44) deviendra 



M 



, r. , , pp • I . • n (n — 1) (n — 2) 
ou (j est le coelhcient numérique C =: ^ w^ ^. 

Le second nienfibre comprend un terme en -y^, le terme g- ^Vy2- Nous 

délerminerons X de manière que ce terme ait un coefficient plus petit que 
celui du premier membre, soit 

(46) \<\- 

Nous pourrons alors faire passer le terme en -^^ ^^^ second membre dans 
le premier et l'équation obtenue sera de la forme 

(^^) M* -TTJ ^^ =^'(^' ^' ^' SX' ôY' ôX^' ôX^Y' SY^j 

OÙ F^ est holomorphe par rapport aux variables dont il dépend autour des 
valeurs nulles de ces variables, son développement étant à coefQcients tous 

positifs et manquant de terme en -^ seul. 

Le théorème de Gauchy-Kowalewsky nous apprend que cette équation 
admet une intégrale holomorphe nulle, ainsi que sa dérivée par rapport à Y, 
pour Y = 0. Si Ton substitue pour X et Y leurs valeurs (45), on aura une 
solution holomorphe de l'équation (44). Cette solution et, par conséquent, 
les fonctions auxquelles elle se réduit pour ^„ :=: 0, ^n-i = oi^t d'ailleurs 
comme le montre le calcul même qui les donne à Taide de l'équation (47) (^) , 



(1) Poui' effectuer ce calcul, jil est inutile de résoudre Téquation (47) par 
rapport à gy^, grâce à cette circonstance que, au second membre, le coefficient de 
rY2 est nul à Torigine. 
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des développements à coefficients tous positifs, leurs valeurs initiales ainsi 
que celles de leurs dérivées premières et secondes étant nulles. 
Donc, le théorème est démontré. 

3i9« — De la proposition précédente, on déduit aisément celle que nous 
avions en vue, à savoir l'existence d'une infinité de solutions holomorphes 
pour le problème de Gaucliy dans le cas d'une caractéristique. 

Supposons encore que la multiplicité caractéristique ait pour équation 
oon =^ 0. Nous pourrons, en outre, supposer que les valeurs données de z 
sur cette multiplicité soient nulles, ainsi que celles de pn et celles qu'on en 
déduit pour ^nn- Il est clair, en effet, qu'on ramènera le cas contraire à 
celui-là par un changement d'inconnue de la forme 

(48) ^ =- ^' 4- A + Kxn -H Cxi 

(A, B, G étant des fonctions de x^^ x^^ ,,.,Xn-^^ Dans ces conditions, 
l'équation (43) devra être vérifiée, quels que soient og^^ x^^ ..., Xn-^^ pour 
^,1 et z nuls avec les pi et les 'pi-^. 

Mais, de plus, la multiplicité donnée doit être une caractéristique, et non 
plus seulement tangente à une caractéristique à l'origine, c'est-à-dire qu'on 

doit avoir, dans les mêmes conditions, d'une part = 0, d'autre part 

Téqualion (16^^^) (n° ^88), laquelle se réduit ici à — =0. 

Ceci revient à dire que tout terme du développement de F renferme en 
facteur l'une au moins des quantités 



^, ■p^{i= 1, 2, .. 


..,n) 




Vik ih^ = 1, 2, .. 


,.,n — 


1) 


p,,'(^'=-l,2, ,. 


.., n — 


■2) 


^L XnPnn, pin- 







Donnons-nous alors arbitrairement les fonctions holomorphes cpg, cp^^, .... 
de x^j x^^ ...., Xn—^ et considérons la solution holomorphe de l'équation 
(43) qui, pour Xn = se réduit à et, pour Xn-i =: 0, à 

(49) Ts^^-i- ?4^n-i- .... 

solution dont l'existence vient d'être établie. Il est aisé de constater que, 
quelles que soient les fonctions cpg, cp^, ...., celte solution répond à notre 
problème de Cauchy, c'est-à-dire que, outre ses valeurs^, celles de sa déri- 
vée p^^ et de sa dérivée pnn sont nulles avec x^- H suffit à cet effet (puis- 
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qu'il s'agit de fonctions holomorphes) de s'assurer que, pour cette intégrale z, 
toutes les dérivées contenant une ou deux dérivations par rapporta oon sont 
nulles à l'origine. Or c'est ce que Ton vérifie sans difficulté en reprenant, 
dans les hypothèses actuelles, les calculs du n" précédent par lesquels on 
obtient ces dérivées. 

Le théorème est donc démontré. 

3l9bis^ — L'expression (49) représente la valeur la plus générale que 
puisse prendre, sur la multiplicité Wn-^i = 0, une fonction holomorphe z 
qui soit nulle, ainsi que ses deux premières dérivées par rapport à œ-n, 

pour CCn = 0. 

Repassons maintenant des calculs tels que nous venons de les faire à ceux 
qui leur correspondent lorsqu'on n'effectue pas la transformation (48). 
Alors les valeurs, pour oon = 0, de ^ et de ses dérivées des deux premiers 
ordies ne sont plus nulles, mais elles devront encore vérifier : 1** l'équation 

(43) ; 2° la condition qui exprime que ^n = est une caractéristique ; 

3° la condition (16^^'), nécessaire pour l'existence des dérivées troisièmes. Et 
inversement, ces conditions sont les seules que nous ayons postulées dans 
le raisonnement du n° précédent. 

Celui-ci montre^, par conséquent, qu'une distribution (sur la multipli- 
cité Xn '■= 0) des valeurs de p„, pnn satisfaisant aux trois co?iditio7ïs 
en question [oit Von donne à z les valeurs^{x^^ x^, ..., Xn_i))i sera celle 
même qui correspond à la solution du problème traité aux n^^ 316- 
318, si elle coïncide^ en tout point de Vintersection des deux multi- 
plicités x^ = 0, ^n-i = Oj «^^c celle qu^on déduit de la deuxième coji- 
dition (41). 

Lorsque l'équation est linéaire par rapport aux piu, on peut énoncer la 
même propriété pour une distribution de valeurs de pn qui satisfait au 
même système de conditions à V exception de (16^^^), celle-ci étant rem- 
placée par X équation (13) (n° H'^H^. Car, en déterminant pnn par Péqua- 
tion (16) jointe à la condition de coïncider, sur l'intersection des deux 

multiplicités, avec les valeurs correspondantes de ---■ , on est ramené a 

ox^ 

l'énoncé précédent. 

320« — La proposition établie au n^ 318 n'est pas seulement utile à 
la démonstration du théorème du n° 319. Elle est, en elle même, suscep- 
tible d'applications dynamiques. Le problème qu'elle résout est_, en parli- 
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calier, celui auquel on est conduit en étudiant, comme au n° 3iS, le 
phénomène de la rencontre des ondes. 

Avant celte rencontre, le fluide est divisé en trois régions animées de 
mouvements distincts : nous désignerons par Tindice 1 celui que propage 
l'onde §Q, par l'indice 2 celui que propage Fonde S'q, par Findice 3 le mou- 
vement intermédiaire. 

Supposons : 

1" que ces mouvements soient tous trois dépourvus de rotation ; 

2° qu'ils soient analytiques ainsi que les multiplicités %q, S'o- ^^ ^^ ^^^"^ 
alors de même pour la multiplicité A et aussi pour les ondes §/, So" qui 
prennent naissance, ainsi que nous Favons vu^ à la rencontre des premières 
et se propagent respectivement, à partir de A, dans les mouvements 1 et 2.. 

Gela posé, nous allons montrer Fexistence d'un quatrième mouvement 
analytique, satisfaisant aux équations de l'hydrodynamique et se raccor- 
dant avec 1 et 2 suivant les caractéristiques §/, S>q"\ C'est précisément par 
ces conditions qu'est déterminé le nouveau mouvement intermédiaire qui 
prend naissance entre les deux ondes correspondantes. 

Il suffira de calculer le potentiel des vitesses ^ du mouvement cherché : 

^^ devra d'abord vérifier Féquation (23'). 

D'autre part, toutes ses dérivées premières devront être, sur §/ et $f les 
mêmes que celles qui correspondent aux mouvements 1 et 2 respective- 
ment, puis |ue (les discontinuités étant supposées du second ordre au 
moins) vitesses et pressions restent continues. 

Or nous savons qu'il existe une fonction holomorphe * qui vérifie Féqua- 
tion (23') et prend, sur §/ les mêmes valeurs que le potentiel des vitesses 
du mouvement 1 ; sur Sq" les mêmes valeurs que le potentiel des vitesses 
du mouvement 2. 

Le potentiel des vitesses du nouveau mouvement intermédiaire étant 
ainsi choisi, il y aura continuité (au passage de $q" et de 8o'0» ^^^ seule- 
ment des valeurs de ce potentiel, mais aussi de celles de ses dérivées, 
comme les conditions de notre problème Fexigent. 

En efîet, les dérivées en question, déduites du mouvement 1, forment 
sur la multiplicité §/ une distribution caractéristique. Gomme, d'autre 
part, Féquation (23') est linéaire par rapport aux dérivées secondes, la 
continuité annoncée aura lieu dans toute l'étendue de Sq" (en vertu du 
n° 319^'') si elle existe en tous les points de A. 

Or, en ces points, elle résulte de ce que les dérivées de 4> peuvent se cal- 
culer à l'aide des valeurs de cette fonction sur §q pour le mouvement 1, 
et sur S/' pour le mouvement cherché, valeurs que l'on peut considérer 
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commes données parles mouvements 3 et 2 respectivement ; et que d'autre 
part, il y a, nous le supposons, continuité des dérivées premières entre les 
trois mouvements primitifs. (Comparer la note de la page 174). 

Le mouvement déduit du potentiel des vitesses calculé comme nous 
venons de le dire satisfera donc bien à toutes les conditions du problème. 

3dl. — Nous nous proposerons, maintenant, de généraliser la propo- 
sition des n°' 316-318 aux systèmes à plusieurs inconnues. Soit donc 
un tel système aux inconnues ?, '/],C. Considérons encore deux multiplicités 
sécantes dont nous pourrons toujours prendre les équations sous la forme 
œn = 0, Xn^i=^ 0, la première étant tangente à une caractéristique, qui 
ne soit pas multiple (n'' 284) la seconde quelconque sous la seule condi- 
tion que leur intersection ne soit pas tangente à une bicaractéristique. 

Nous supposons que le système donné est analytique et régulier et reste 
tel après le changement de variables que nous avons opéré pour donner 
aux équations de nos deux multiplicités la forme précédente. Dans ces 
conditions^ si nous cherchons des valeurs de ?, r^, ^ qui s'annulent à l'ori- 
gine ainsi que leurs dérivées premières et secondes, nous devrons admettre 
que les premiers membres des équations sont développables suivant les 
puissances croissantes de x^, x,^, ..., Xn, ?, '^, S, 2^h 9h '^u Pun ^ik^ ^nc* D^ 
plus, si les termes enpnn, qnn, rnn de ces développements sont 

( Apnn -+• Bqnn 4" CVuiu 
(50) <A'pnn-+-B'qnn -h C'rnn^ 

( A"pnn -h B'q^in "+■ GV^n^ 

et si l'on tient compte de ce qui a été dit au n^ 30l, les coefficients 
A, B, C, A', B^ G', A'^, B", G" ne seront autres que les valeurs initiales des 
quantités que nous avons désignées sous ce nom au n° 39 1. Le détermi- 
nant H, égal, à Torigine, à 

ABC 

A' B' G^ 

A'^ B'' a' 

devra être nul, puisque oOn = est tangente à une caractéristique : autre- 
ment dit, nous pourrons former une combinaison linéaire de nos trois 
équations telle que les termes de la forme (50) y disparaissent entière- 
ment : combinaison qui pourra remplacer Tune des équations données, la 
troisième par exemple. 

Hadamard 20 
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Admettons donc que Ton a A"— B'' = C" = 0. Les dérivées -p- se ré- 
duisent à 



(s^) §, 



ABC 

A' B' a 

ai hi Ci 



en désignant par ai, bi^ d, les coefficients de pin, qin, ^'m dans la troisième 
équation. Il résulte de là : 

io Que les déterminants (51) ne sont pas tous nuls, puisque notre carac- 
téristique est simple (^) ; 

2° Qu'en particulier, celui qui correspond h i = n — 1 est différent de 
zéro, puisque l'intersection de nos deux multiplicités n'est pas tangente à 
une bicaractéristique, 

333, — iVous pourrons, dans ces conditions, opérer un changement 
d'inconnues tel que deux d'entre elles soient remplacées par les quantités 









ou, plus généralement, par les quantités 



(53) 

où Jb, ^, Ô, Â)'y ^', e' sont des fonctions holomorphes quelconques se 
réduisant, à l'origine, à A, B, G, A', B', G'. 

Quant à la troisième inconnue, ce sera une fonction quelconque 

?1 = '^ (?, ^, ^> ^1» ^2» •••> ^n) 



(1) S'il n'en était pas ainsi, les résultats auxquels on arriverait seraient de nature 
fort différente, comme le montre immédiatement l'exemple du système 

l §^ "^ ô^ ^ *^^i' ^21 ..., ^n, l \ ^, Pî, qi. ri) + M, 

) ô^in-, ^ ôil + ^^^' ^2' '••' "^"» -^^ ^' ^- 2'' '^'^ + ^' 

(où M et N sont des fonctions données des co) : système qui est impossible si l'on 
a pas ,-M. =. ÔN . 
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telle que Ton ait à rorîgine, 



307 



(54) 

Gomme on a 

(55) 



dx' 






= Apn n H- Bqnn + Cr» „, 



ABC 

A' B' C 

h<\> ^^ h^ 



;zfO. 



b^^ 
ô^^ 



A'pnn~{-B'qnn~\-G''i 






^ 



-à^ 



h^ 



ô? ^^''' "^ -^ ^^" "^ ôÇ 



■^/in 



l'égalité (54) exprime que la troisième des dérivées (55) ne s'exprime pas 
à l'aide des deux premières et, par conséqueat, que les équations données 
n'en fournissent pas l'expression à l'aide de dérivées contenant moins de 
deux différentiations par rapport à ccw 

3S3. — Supposons ce changement d'inconnues déjà effectué. Alors les 
coefficients A, B^ seront égaux à un, pendant que B, A^ C, Caseront nuls : 
par conséquent, le déterminant fonctionnel des premiers membres de nos 

p.TT 

équations par rapport à »nn, q?in, nin-i sera initialement égal à -p — -, 

c'est-à-dire différent de zéro. On pourra donc résoudre ces équations par 
rapport à pnnj qnn, rnn~i et les écrire sous la forme 

( pnn = F {oci, ?, 'f], Ç, Pi, qu Tu Piky qik, rik) 

(56) l qnn = * (^i, ?, "îQ, ^, Ph qu n?Piki qik, Tik) 
( Tnn-i = ^ {pGu ^, -îQ; ^, pu qU n, pik, qikj riu) 

oii les seconds membres ne contiennent pas pun, qnn) ^nn^i} et où Ton a, 
à l'origine, 

(57) '^ 






Nous allons montrer que, pour déterminer une solution d'un tel sytème, 
ou peut se donner : 

1° Pour les inconnues ^ et ?], les conditions de Gauchy, à savoir, les 
valeurs de ces quantités et de leurs dérivées premières pour Xn= ; 

2° Pour l'inconnue S, au contraire, les conditions analogues à celles du 
n° 316, à savoir, les valeurs de cette inconnue elle-même sur ^^^ = et 
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sur Xn-i = (valeurs qui devront concorder, bien entendu, lorsque Xn et 
oon-i seront nuls à la fois). 

Ces différentes données seront encore supposées analytiques. 

Elles nous feront évidemment connaître à l'origine, parmi les dérivées 
de ^, toutes celles où il n'y a pas différenciation à la fois par rapport 
à oon et par rapport h Xn-i et, parmi les dérivées de ?, y), toutes celles oii il 
y aura_, au plus, une différenciation par rapport à ccn- 

Four calculer les dérivées restantes, nous les classerons encore par ordre 
d*antériorité. La définition adoptée pour les dérivées antérieures les unes 
aux autres sera la même que précédemment (n° 318) avec cette conven- 
tion additionnelle que, de deux dérivées du même ordre comprenant le 
même nombre de différentiations par rapport à ccn et par rapport à ^n-i, 
une dérivée de ^ ou de rj sera considérée comme antérieure à une dérivée 
de?. 

Le calcul se fera alors sans difficulté par une méthode toute semblable à 
celle du n° 318. Il utilisera toutes les relations qui résultent de la diffé- 
rentiation des équations données. 

Pour démontrer la convergence des développements ainsi obtenus, on 

supposera encore que toutes les données initiales (valeurs de ?, de iq, de ~- 
et de — pour ccn = 0, valeurs de ï pour œn = et pour ^n-i = 0) soient 

'àXn 

nulles : résultat ^qu'on peut toujours obtenir par un changement d'in- 
connues. 

Comme, ici encore, les opérations qui ont servi à obtenir les dérivées 
successives à Torigine se composent exclusivement d'additions et de mul- 
tiplications, nous pourrons remplacer les différentes données du problème 
par des majorantes. Aux données initiales nulles nous pourrons en subs- 
tituer d'autres représentées par des développements à coefficients positifs 
choisis entièrement à notre volonté, ceux des termes constants ainsi que 
des termes du premier et du second ordre étant toutefois nuls. 

Quant à F^ *. ^, leurs majorantes seront de la forme 

^ . M 

(la somme désignée par le signe M^ m rapportant à toutes les dérivées 
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secondes à l'exception de pnm qnn, Tnn^i) ou, en remplaçant encore œ^ 
par y, 

M 



'~n — 1 



1 



- M 1 -h 



J = i 






R 

Si nous cherchons des solutions dépeiïdant des deux quantités 

X = ^.^ -h ^2 -4- ... -h ^« - 2, Y :== X^;, _ 1 + Xn, 

ces solutions seront déterminces par les équations 

ô2^ __ Ô^Y] _ ^ f^Ç 

()Y2 -^ ôY2 ^ 5Y2 

M 

l X 4- y -f- ^ + ï] -+• C 4- (n — 2) --— ^-^- ^^ 



ôY 



ôX--^ 



-M ('-H S) 

lesquelles seront vérifiées (en posant encore C --=^ r^ -) 



ôY2 



par 



5Y^ — ^^H^ ^ R ôY2 



]\I 






R 



-^^S^^^^-^^ 



Or, dans cette dernière équation, si X satisfait à l'inégalité 

M2^+3)<|, 
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Ig terme en -—aura un coefficient moindre dans le second membre que 

dans le premier, où nous pourrons le faire entièrement passer. 

Dès lors, le raisonnement devient absolument identique à ce qu'il était 
dans le cas d'une seule équation et Texistence d'une solution holomorphe 
h coefficients positifs est établie. 

3S4« — On déduira de là Texistence d'une infinité de solutions pour 
le problème de Gauchy, lorsque la multiplicité ^^ = est une 
caractéristique. Pour tenir compte de ce que cette circonstance a lieu en 
tous les points de la multiplicité en question et non plus à l'origine, il 
faudra exprimer qu'il existe en chacun d'eux une combinaison linéaire 
des trois équations données dans laquelle les dérivées par rapport à 
Pnn, qnîi, Tnn s'éliminent. Si (les équations étant toujours à premiers mem- 
bres holomorphes), nous supposons pour fixer les idées le mineur a" dif- 
férent de 0, cet;te combinaison linéaire pourra être substituée à la troisième 
équation donnée. 

Une transformation tout analogue sera alors faite sur les inconnues : 
dans les deux premières équations, les dérivées par rapporta pnn^ (Inn-, ^nn^ 
considérées en un point quelconque de notre multiplicité seront des fonc- 
tions holomorphes de x.^^ x^, ocn — i. En désignant par JI9, 0^, C, A', ^', & 
ces dérivées, nous pourrons prendre pour deux de nos nouvelles inconnues 
les combinaisons (53). 

Nous aurons ainsi réduit nos équations à la forme (56), les condi- 
tions (57) étant vérifiées, cette fois, en tout point de la multiplicité a7n = 0. 
D'autre part, nous pouvons admettre^ moyennant une triple transforma- 
lion analogue à (48), que les données initiales ?, tq, C» pn^ g^n, ^n, sur 
cette multiplité soient nulles, ainsi que les valeurs qu'on en déduit pour 
Jpnîi, qn7iy rnn- Gcs valeurs nulles devront donc vérifier les conditions (58), 

(57) et aussi la condition (32'), soit ici — = : autrement dit, chaque 
terme de F ou de * devra contenir en facteur une des quantités 

f ?, ^i, ? , Pi, qu ri {i=z 1, 2, ..., n) 

(58) \ (i -=1,2, ...,n ) ^,\ 

Pik^qihTik 7_i o "'m (^^nn-i excepte) ; 

(59) S y. 
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chaque terme de ^, une des quantités (58) ou : 

(60) œln, OGnTnny rln. 

Il résulte aisément de là que si l'on prend comme données initiales : 

1'' sur ^„ " : ç, 7], Ç, pn, qn nuls; 
2° sur ^„_ j =: : Ç égal à l'expression (49) (n° 310), 
les quantités Vn, pnn, ^niu 'i^nn seront identiquement nulles divecxn, quels 
que soient 03, cp^, ... On le prouvera, comme précédemment, en suivant 
Tordre même du calcul par lequel nous avons oblenu les dérivées succes- 
sives. 

3;^4ms. — 11 est clair qu'on peut tirer de là des conséquences toutes 
semblables à celles qui ont fait l'objet du n^ ^19^•^ Si nous nous plaçons, 
pour simpliQer, dans le cas où les équations sont linéaires par rapport aux 
dérivées secondes, nous pouvons dire que lorsqu'une distribution de valeurs 
de Pn sur la multiplicité x^ = [combinée avec une série donnée de va- 
leii7^s de i, f], ï, pn, q7i) rend cette ^nitltipliiè caractéristique, et satisfait 
à Véquation (30) in'' ^9S) [condition d' exlste7%ce des dérivées secondes) 
cette distribution sera précisément celle cfiCon obtiendra en résolvant le 
problème du n"" 3^3, si la coïncidence a lieu sur V intersection des deux 
multiplicités 07,^ = 0, â?;^ _ ^ = 0. 

325. — Comme le théorème du n°' 310-318, celui que nous venons 
de démontrer aux n°' 3^21-323 est susceptible d'une interprétation hydro- 
dynamique simple. 

Nous avons vu plus haut comment, étant donnés le mouvement initial 
d'un gaz et le mouvement de la paroi, on pouvait obtenir l'accélération 
initiale des points voisins de cette paroi. Le nouveau mouvement ainsi 
créé se propage, d'ailleurs, par une onde dont l'équation aux dérivées par- 
tielles (23) (ou, ce qui revient au même, l'équation (4) du n° !240), 
permet de trouver la position à chaque instant, une fois supposé connu le 
mouvement du fluide au delà de cette onde (lequel fournit la valeur de p). 

Supposons ce dernier mouvement analytique ainsi que le mouvement 
donné de la paroi. Il en sera alors de même pour le mouvement de la 
surface d'onde S. Le mouvement qui prendra naissance entre cette surface 
et la paroi devra être tel : 

1" qu'il y ait constamment contact entre le fluide et la paroi, c'est-à-dire 
que pour 

(61) ^„ [a, 6, c) = 
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(équation de la surface dans l'élat initial) on ait 

2*^ qu'il y ait raccordement, le long de l'onde, entre le nouveau mouve- 
ment et le mouvement primitif. 

Prenons un nouveau système de variables indépendantes tel que 073 et /r^ 
s'annulent, Tune, pour ^^{a, h, c) = 0, l'autre, le long de l'onde. 

Opérons, d'autre part, un changement d'inconnues tel que la dernière 
d'entre elles soit remplacée par la fonction <^ (a?, ?/, z, t). Donnons-nous 
alors : 

Pour ^3 = 0, la condition que cette inconnue soit nulle ; 

Pour ^4^ = 0, la condition que toutes les inconnues aient les mêmes 
valeurs que dans le mouvement primitif ainsi que les dérivées premières de 
deux d'entre elles, celles qui ne se réduisent pas à avec 00.^, S'il en est 
ainsi, la coïncidence s'établira d'elle même pour les dérivées de la troisième 
inconnue d'après un raisonnement tout semblable à celui qui a été fait plus 
haut (n° 3^0), de sorte que la discontinuité sera bien du second ordre, la 
seule condition pour cela étant que cette coïncidence existe aux points qui 
satisfont à la fois h œ.^ :==: ai h x ^ = y c'est-à-dire que la vitesse nor- 
male de la paroi soit initialement égale à celle des molécules voisines du 
fluide. (Il suffira d'appliquer la proposition énoncée au n"" 3!^4^^^'). 

Le problème ainsi posé rentre dans la catégorie traitée au n" 3^3. 11 
reste seulement à s'assurer : 

l"" que l'intersection des deux multiplicités (^3 = 0, X;^ = 0) n'est pas 
tangente à une bicaractérislique. — Ceci est évident, puisque cette inter- 
section correspond à ^ = const., alors que t varie sur les rayons déOnis 
par les équations du n° ^90. 

2*^ que, si A, B, C, A\ B', G' ont la signification indiquée au n^ 331, on 
a f inégalité (54). Ceci revient à dire qu'on ne peut pas former, avec les 
équations du problème, une combinaison faisant connaître la dérivée 
seconde de ^ par rapport à ^^ : ou, ce qui revient au même, l'expression 



h^ 


o^X 


~h 


h^ 


8^?y 




ôt]> 


o'Z 


'àx 


W 


^ 


0^^ 


-h 


ôï 


w 



Mais, dans le cas contraire, la discontinuité compatible avec ces équa- 
tions serait forcément tangentielle et nous savons qu'il n'en est pas ainsi. 

Le problème d'analyse auquel nous avons été conduits est donc bien 
celui qui a été résolu tout à l'heure. La solution ainsi obtenue satisfera 
d'ailleurs initialement au principe d'impénétrabilité (c'est-à-dire que a, h, c 
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pourront être exprimés en fonction de a?, y, z, t) lorsque la vitesse normale 
de la paroi sera inférieure à la vitesse du son. 

326. — Par contre, le problème de la rencontre des ondes, traité au 
n° 320 dans l'hypothèse d'un potentiel de vitesse, n'est pas, en général, 
immédiatement résolu par des considérations semblables aux précédentes. 

Soient, en effet, deux mouvements 1 et 2 {flg. 21) donnés, et soit à 
chercher un mouvement 4 se propageant dans les deux premiers suivant 
les ondes 8/ et S/^ [flg. 21) qui se coupent suivant la multiplicité A. 

Nous pourrons, en vertu de ce qui précède, après avoir effectué un chan- 
gement d'inconnues convenable ayant pour effet de substituer hx, y, z de 
nouvelles inconnues ?, y], Ç, déterminer celles-ci par les équatio; s internes 
du mouvement et par les conditions suivantes : 

1° sur S/, X devront prendre les mêmes valeurs que dans le mouvement 1 ; 

2° sur la même multiplicité, les dérivées premières de ^ et de rj auront 
également les valeurs qui résultent du mouvement 1 ; 

3° sur %q"\ ^ prendra les mêmes valeurs que dans le mouvement 2. 

De ces conditions résultera, comme précédemment, la continuité des 
dérivées de C au passage de §/. 

Mais il resterait à établir la continuité de ^, y] et de toutes les dérivées 
premières au passage de S^" ; et cette continuité ne résulte nullement de 3^. 
Elle entraîne, en effet, cinq conditions à vérifier en chaque point de g^'^^ et 
l'unique équation différentielle dont nous connaissions l'existence sur cette 
multiplicité (l'équation 30) entraîne simplement cette conséquence que ces 
cinq conditions se réduisent à quatre. 

Si l'on développe par la formule de Taylor^ suivant les puissances crois- 
santes de ^ — ^Q (en désignant par t^ la valeur de t qui correspond au point 
considéré de xi) les premiers membres de ces quatre conditions et que l'on 
égale à les coefficients successifs, on aura une série de conditions de com- 
patibilité de tous les ordres qui devront être vérifiées en chaque point de 
rencontre des deux ondes : faute de quoi les nouvelles discontinuités 
seraient nécessairement en nombre supérieur à deux. Si, par exemple, il 
s^agit du problème de l'PIydrodynamique, aux deux ondes $q" et §/^ se 
joindrait une discontinuité stationnaire ayant lieu suivant la surface de 
rencontre, c'est-à-dire suivant la projection de A sur un plan t ==: const. 

Seulement on doit tenir compte de ce fait que dans les conditions où 
nous nous sommes placés au n° 312, les discontinuités qui existent entre 
les mouvements 1 et 2 ne sont pas quelconques. On suppose en effet, 
qu'avant la production du phénomène qui nous occupe, il n'existait que 
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deux ondes So et S'o et, entre elles, un mouvement unique, le mouvement 3. 
Ceci revient à dire que Ton a des conditions de compatibilité analogues à 
celles qu'il s'agit de vérifier, mais relatives aux multiplicités §q et %'q. Il 
resterait à chercher si l'on peut en déduire les mêmes conditions pour 
So'^ ^^ S>q'^' C'est d'ailleurs ce qu'on constate en général sans difficulté pour 
les conditions du second ordre. 

C'est d'autre part, ce qui a lieu certainement pour les dérivées (d'un 
ordre quelconque) par rapport à t seul, en vertu du théorème auquel nous 
avons fait Fallusion au n^ Î849 et sur lequel nous revenons dans la note m 
h la fin de l'ouvrage. 

3*^7'« — Nous venons de considérer le cas d'une caractéristique annu- 
lant le déterminant H sans annuler ses mineurs. Les résultats analogues 
relatifs à Thypothèse contraire (celle du n^ !^99) apparaissent d'eux- 
mêmes. Il est clair que, moyennant un changement d'inconnues, on pourra 
considérer les équations données comme résolues par rapport à jOnn, qnn- i 
7^nn^i, les expressions ainsi obtenues pour ces quantités étant telles que 
leurs dérivées par rapport à qnm ^m soient nulles à l'origine. 

Dans ces condilions, on [)ourra se donner les valeurs des trois inconnues 
et de o^n pour^n -^O et celles des deux premières inconnues pour Xn _ i = 0. 
La solution du problème ainsi posé s'étudiera par des procédés tout sem- 
blables à ceux du n^ 3!^3. 

Il est à observer que ce résultat est indépendant de l'hypothèse faite au 
no ^90 sur les carçictéristiques voisines de celles que l'on considère Q), 
Elle suppose, toulefois, bien entendu, des conditions d'inégalité analogues 
à celles du n° S*Z1l, mais qui n'auront plus la même signification géomé- 
trique, les bicaractéristiques pouvant n'être plus définies. 



§ 3. — CAS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 



3!^8. — Parmi les systèmes d'équations appartenant à la catégorie que 
nous venons de considérer, il y a lieu d'envisager en particulier le cas des 
équations linéaires. C'est à elles qu'on est ramené toutes les fois qu'au lieu 



(i) L'évanouissement simultané^ des mineurs de H peut même n'avoir lieu qu'en 
un seul point de çeile-ci, l'origine des coordonnées. 
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d'étudier les mouvements les plus généraux des corps, on se borne aux 
mouvements infiniment petits. 

C'est, par exemple ainsi qu'on est amené à la plus simple (après l'équation 
de Laplace) et la plus importante de ces équations, savoir : 

(62) y^=^^' 

où a est un nombre donné lequel représentera, en vertu des formules éta- 
blies dans ce qui précède la vitesse de propagation d'une onde dans un 

mouvement régi par cette équation. C'est à celle-ci ( avec a^ =1-^) ) 

que se réduit l'équation (23') du n°^90 (équation du mouvement d'un gaz 
lorsque ce mouvement dépend d'un potentiel des vitesses), si Ton suppose 
le mouvement infiniment peu différent du repos, c'est-à-dire les dérivées 
de * infiniment petites, de manière qu'on puisse négliger les termes du 
second ordre en ces quantités. 

3S9. — D'une manière générale, on aperçoit immédiatement une sim- 
plification notable apportée dans la détermination des caractéristiques par 
l'hypothèse que l'équation est linéaire. 

Les coefficients aiu sont alors, en effet, des fonctions des seules variables 
indépendantes œ^^ cc^, ... o^n et ne contiennent plus, contrairement à ce qui 
arrive dans le cas général, ni la fonction inconnue, ni ses dérivées premières. 
Il en résulte (n^ S83) que les caractéristiques peuvent être définies, abstrac- 
tion faite de toute solution déterminée de l'équation. En particulier, à 
chaque point (oOi,œ^, ... .^„) correspond un conoïde caractéristique parfaite- 
ment déterminé dès que l'on a écrit l'équation. 

Il est clair que, chaque fois qu'on résoudra relativement à celle-ci un 
des problèmes aux limites qui se posent en mécanique, la formule de réso- 
lution devra faire intervenir le conoïde caractéristique lorsque celui-ci sera 
réel. Nous avonsvu, en effet, (n° 306) qu'il suffit de s'être donné les élé- 
ments qui déterminent cette solution à l'intérieur du conoïde caractéristique 
ayant pour sommet un point déterminé (fig, 20) pour la connaître en 0, 

330. — Lorsque le milieu considéré est illimité et qu'on donne dans 
tout l'espace, les positions et les vitesses des molécules à un instant déter- 
miné ^Q, la détermination du mouvement ultérieur conduit au problème de 
Cauchy dont nous nous sommes occupés dans ce qui précède. La résolution 
de ce problème a pu être effectuée dans un assez grand nombre de cas. 
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Notre intention n'est pas d'exposer en détail ces solutions (^) : nous nous 
contenterons d'indiquer le principe commun sur lequel elles reposent, et 
qui n'est autre que la généralisation de la méthode de Riemann, telle que 
nous l'avons rappelée au n° ITl . 

Il est tout d'abord aisé d'écrire dans le cas général, la formule qui corres- 
pond à la relalion (35) du n^ ITl pour l'équation à deux variables à 
caractéristiques réelles (ou à la formule analogue de la théorie du potentiel). 
Si 

(63) ^(z) =: ^ aiupik 4- 2 ^^^^ -^ Iz = ^ 

iik i 

est l'équation linéaire donnée, les au^f les a^ et l étant les fonctions données 
de ^1, ^2 ..., Wn, une série d'intégrations par parties évidentes permettra 
d'écrire 

(64) v^{.) - zi^,{u) = ~ + --; + ... + -^--, 
en posant 

(65) M/ ^= u 2^ ciikPk ~" ^ ^ 77 [ctik'^) -H ^i ^^^j 

k k 

(66) ç(") = 2;.~k('^'-*^^)-2è(^'") + ^- 

^, k i 

L'équation Ç^(u) = sera encore dite V adjointe de la proposée. 

Il est, d'ailleurs clair que le résultat précédent n'est nullement particulier 
au cas d'une équation du second ordre et qu'on peut l'obtenir quelque soit 
l'ordre de l'équation proposée. 

Il s'étend d'ailleurs tout aussi aisément à un système d'un nombre quel- 
conque p d'équations à un nombre égal d'inconnues, en introduisant, dans 
\e système adjoint, p nouvelles fonctions u^^ %i^, ... u^ par lesquelles on 



(i) Voir surtout Poisson, Mémoire sur Vintégration de quelques équations aux 
différences partielles et particulièrement de Véquation générale du "triouvement des 
fluides élastiques (lu à l'Ac. des Se. le 19 juillet 1819) ; Kirchhoff, mécanique, 23^ 
leçon, p. 314 ; Zur Théorie der Lichtstrahlen, Sitzungsherichte der K. Ak. der 
Wiss. ; 1882, p. 641 et suiv. (trad. par Duhem, Ann. Ec. Norm. supérieure, 1886) et 
Optj]^- ; VoLTERRA, Att. Lincei, 1892 et Acta Math ; Tedone, Atfc. Lincei, 1896 ; 
Le Roux, Ann. Ec. Norm., 3^ série, t. XII et journ. de Mathém. 1898-1900 ; d'AcHÉ- 
MAR, Bull. Soc. Math. Fr, 1901 et C. R. Ac. Se. 1902; Goulon, Soc. Se. Phys. et Nafc. de 
Bordeaux, passim. et thèse sur l'intégration des équations aux dérivées partielles 
'par la méthode des caractéristiques ^ Paris, Hermann (1902). 
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multipliera respectivement les premiers membres des équations données. 
Nous nous bornerons toutefois au cas d'une seule équation du second 
ordre. Nous nous placerons même souvent pour la commodité du langage, 
dans le cas d'une équation à trois variables indépendantes, mais les raison- 
nements seront sauf indication contraire applicables, quel que soit le 
nombre de ces variables. 

331. ~~ Pour résoudre le problème de Caucby relatif à notre équation, 
l'inconnue et ses dérivées étant données sur une certaine multiplicité, nous 
devrons supposer, conformément à ce qui précède, que cette multiplicité 
n'est pas tangente à une caractéristique. 

En général (^), lorsque le problème de Cauchy se pose en physique 
mathématique, une condition plus précise est vérifiée, celle même que nous 
avons déjà rencontrée au n° 305. Nous plaçant toujours dans le cas de 
trois variables le plan tangent à la multiplicité en question est extérieur 
au cône caractéristique : un plan parallèle à celui-là coupe toujours ce cône 
suivant une courbe fermée. 

Un fait tout analogue a lieu pour les équations à plus de trois variables 
indépendantes. Par exemple dans la plus importante de celles-ci l'équa- 
tion à quatre variables (62), la forme quadratique qui, égalée à 0, fournit 
l'équation du cône caractéristique est une somme de carrés, tous de même 
signe, à Texception d'un seul, lequel porte sur le paramètre tz,^ correspon- 
dant à la variable t. Or, le problème de Cauchy se pose précisément alors 
relativement à la multiplicité iî =: : celle-ci est coupée par le cône carac- 
téristique ou, plus généralement, par le conoïde caractéristique, ayant 
pour sommet un point extérieur quelconque suivant une multiplicité 
fermée (savoir, en l'espèce, suivant une sphère). 

Les données relatives aux points intérieurs à cette multiplicité fermée 
sont, nous le savons, les seules qui interviennent dans la détermination de 
la valeur de l'intégrale au sommet du conoïde. 

332. — Considérons donc (dans le cas de trois variables) une surface S 
située comme nous venons de Texpliquer par rapport aux conoïdes carac- 
téristiques et le long de laquelle nous nous donnerons les valeurs de l'in- 
connue et de ses dérivées premières. 

Soit S^ une autre surface délimitant avec la première une portion % de 



(1) Comparer plus loin^ n*^ 840. 
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l'espace. Si, dans celle-ci, la fonction w, solution de Téquation adjointe, est 
régulière, nous pourrons, en multipliant par l'élément de volume et inté- 
grant dans "G, écrire, d'après le théorème de Green (^) 



(67) 



/// 
-//■■ 

■//'[■■Sfc 



dûo^ dx^ -H Mg dx^ dûG^ H- M3 dx^^ dœ^ 









dl,. 



(où l'intégrale double est élendue successivement à S et à S^ et où X^, 1^ 
désignent des coordonnées curvilignes prises sur ces surfaces); ou, si Ton 
veut, 



(68) 




1^^ [z) dooi dœ^ dx^ = 




2MîC0s(iN, ^0 



d^ 



où (^S désigne successivement l''élément superficiel de S et celui de S^ et 
N, la normale correspondante dirigée extérieurement à S. Rien d'essentiel 
ne sera changé à ce qui précède si le nombre n des variables indépendantes 
est supérieur à trois. La seule difficulté qui se présentera sera l'introduc- 
tion de la géométrie à n dimensions. Au lieu des surfaces S et Si on aura à 
considérer des multiplicités n — 1 fois étendues ou hyper surf aces : la 
formule (67) deviendra 



(67') 




it F [z] dx^ dx^ dxn 



^1 I "' I (^ ^i'^A ^^1 ^\ ••• (^'^n-i 



(où le premier membre est une intégrale n^^^'^^ et le second une intégrale 

(i) Voir Picard, Traité d'Analyse, 2^ édition, t. I, P'^ partie : chap. iv n» 15 et 16 
et chap. v, n» 8. 
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n — {upi<iy Dans celte formule les quantités tt^ sont, au signe près, les 
déterminants fonctionnels de n — 1 quelconques des oci par rapport aux 
n — 1 coordonnés curvilignes \, Xg, ,., X,^_i choisies sur la multiplicité S 
(ou Si) : autrement dit, si par chaque point de celle-ci on mène une ligne 
dont 5 désigne l'arc, les quantités ir^ sont définies par la condition que Ton 
ait, quelle que soit celte ligne 

(69^ 'TC ^ -4- TT ?^ -h . -H 7:„ ~ ~ -i- D(^ii OG^, ... OOn) 

^^^) ^1 ^, ^- ^2 ôs ^ ^ '' ^s - D(X,, X,, ... X,_,, s)' 

Ces quantités peuvent être considérées comme celles que nous avons dési- 
gnées sous ce nom au n° ^SH . Elles sont proportionnelles aux cosinus 
directeurs de la normale à dS, ou aux dérivées partielles du premier 
membre n(a?^,^|^^a7n) de l'équation de la multiplicité. 

Si la normale N est dirigée intérieurement au domaine ^, ou si la fonc- 
tion n est positive à l'extérieur de ce domaine et négative à Tintérieur, le 
signe à prendre dans l'équation (67) ou dans Téquation (69) est tel que les 
TTi soient égaux aux cosinus directeurs ou aux dérivées partielles dont il 
vient d'être question, à un même facteur ^oszifzy près. 

Nous désignerons encore par A l'expression 

(18) A = 2 ai/cTT/TlA: 

de sorte que les caractéristiques sont définies par Téquation A = 0. On aura 

(70) ^''^■^^^•^gS^, 

et, par conséquent, 



(71) 



1 v^ b^ bA 1 v^ ?)W ôA T 

2 ^ hxi ôTut 2 ^ hxi ^r.i 

(72) L=2;---2-S-;- 

Introduisons maintenant, avec M. d'Adhémar (^), la direction qui a ses 

(i) G. n. Ac. Se., 11 février 1901. 
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cosinus directeurs proportionnels aux quantités—, et qui sera dile la 
conormale à d'è : autrement dit, la direction définie par les proportions 
dûG^ dœ^ docn £ 7 

(73) r^"ri5 ?:^A""^^^' 

2 ÔTT^ 2 ÔTTg 2 ÔTT^ 

S étant un paramètre et h une quantité arbitraire dont nous pourrons, par 

exemple, disposer de manière que le plus grand des rapports -^ ? —-» •••? ^^ 

doc dx (] 

— et, par conséquent le plus grand des rapports -y--, ... -y — ait sa 

valeur absolue comprise entre deux limites positives, finies et différentes 

doG\ dx 

de zéro (par exemple, en prenant pour -—■ , ..., -^"^ les cosinus directeurs 

de la direction précédente). 

D'après sa définition même; la conormale est p) le diamètre conjugué du 
plan tangent à d'^ par rapport au cône caractéristique (représenté par 
l'équation tangentielle A ^=r- 0). 

Elle est tangente à l'élément (iS lorsque celui-ci est caractéristique et 
dans ce cas seulement (comme on le voit en multipliant les termes des 
fractions (73) respectivement par tr^, iz^, ... tt^ et ajoutant) : elle n'est 
alors autre que la direction bicaractéristique tangente à cet élément. 

Moyennant la dénomination précédente et la formule (71), l'équation 
(670 s'écrit 




10 [z) dœ^ dx.^ . . . dxn 

J j J J 

(74) ( 

f =^ / / ••* / !^(^'''77 z -T-\ ~{-\jIIz\ d\^d\..,d\i^i. 



333« — Si nous voulons déterminer la fonction u et la multiplicité S^ 
de manière que les valeurs de ii et de ses dérivées sur Si s'éliminent du 



p) Du moins en supposant que la forme quadratique A a son discriminant diffé- 
rent de zéro dans le dom.aine considéré et, en tout cas, sur toute caractéristique 
simple. 

(-) Voir Goulon, thèse, p. 35^ 
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résultat, il faudra fout d'abord, si u et ses dérivées ne sont pas nulles sur 

cette même multiplicité [^)^ que celle-ci soit caractéristique. Sans cela, en 

effet, la formule précédente contiendrait, d'une part les valeurs de z^ et 

d'autre part celles de sa dérivée conormale, lesquelles seraient entièrement 

indépendantes les unes des autres, puisque la conormale serait extérieure 

à la surface. 

Supposons donc que S^ soit caractéristique, et, prenant d'abord le cas 

de n = 3, rapportons Si à des coordonnées curvilignes dont Tune X soit 

constante sur les bicaractéristiques, tandis que l'autre s définira la position 

doG' 
d'un point variable sur chacune de ces courbes, les dérivées -^ étant toutes 

finies et non toutes infiniment petites, d'après la convention faite sur // 
au n"" précédent. Alors dans le second membre de (74), la portion relative 
à Sj, savoir. 

(75) j J [h [u g - ^ g) + Lt.^] d\ ds 

pourra se transformer par intégration par parties en une intégrale simple 

(76) / kuzdl 

prise le long du contour r de S^, jointe à la suivante 



(1) D'autre part, it (s'il n'est pas identiquement nul) ne peut s'annuler en même 
temps que ses dérivées premières sur S^, sans que celle-ci soit caractéristique. La 
solution du problème de Cauchy est, en effet, unique pour une multiplicité non 
caractéristique : c'est ce que nous avons établi précédemment en supposant Tinconnue 
analytique et holomorphe. Pour u continu et dérivable jusqu'à un certain ordre, 
mais non analytique, le même fait résulterait de l'extension (au cas de n variables 
indépendantes) d'une démonstration de M. Holmgren (Voir la note I à la fin de 
l'ouvrage). 

Resterait enfin le cas où S^ serait pour u une multiplicité singulière. Mais ainsi 
que nous le verrons plus loin (n» 348), ce cas ne peut pas non plus se présenter 
(du moins pour les types usuels de singularité) si Sj n'est pas caractéristique. 

Hadamard 21 
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Nous choisirons la fonction u de manière à ce qu'elle vérifie, sur chaque 
bicaractéristique, l'équation différentielle 

(78) 2/.|' + .(f-L) = 0. 

laquelle détermine u par une quadrature sauf un facteur constant qu'on 
peut choisir arbitrairement pour chaque valeur de \. 

Tout ceci subsiste évidemment pour n quelconque. Il y aura seulement 
n — 2 coordonnées X (la coordonnée s restant unique) et le contour F de S^ 
ne sera plus une courbe, mais une multiplicité n — 2 fois étendue. L'in- 
tégrale relative à S^ se réduira à une intégrale n — 2^^p^^ 




(76') 1 / ••• / hitz cVk^dX^ ,,. âXn- 



prise suivant rejointe à une intégrale analogue à (77), laquelle disparaîtra 
du moment que nous déterminerons u par l'équation différentielle (78). 

334. — Nous avons laissé jusqu'ici la caractéristique S^ quelconque. 
Supposons maintenant qu'on ait pris pour S^ le conoïde caractéristique G 
ayant pour sommet un point déterminé 0. 

Dans ce cas, il résulte de l'équation (78) que u devra être infini en 0. 
En effet, supposons, pour fixer les idées, que le paramètre s soit choisi, 
sur chaque bicaractéristique, de manière à s'annuler en ce point. Alors, 
0^1, x^, ..., Xn devant être égaux aux coordonnées de pour s = 0, quels 
que soient les paramètres X^, A^, ..., X,î_2, leurs dérivées par rapport à ces 
paramètres sont nulles avec s, par conséquent, de l'ordre de s. Les détermi- 
nants fonctionnels tc^ de n- — 1 quelconques des coordonnées x par rapport 
aux n — 2 paramètres X et à s sont donc de l'ordre de 5'^"^ et il en est de 
même de L ainsi que de h si (comme nous en avons convenu plus haut) 
nous prenons cette quantité de l'ordre du plus grand des tt^. 

Par exemple, pour n = 3, il est clair que, les points d'un cône étant 
représentés par leur distance au sommet et un paramètre qui définit la gé^ 
nératrice, l'élément superficiel du cône contiendra en facteur la première 
de ces deux quantités. 

h étant de l'ordre du plus grand des it^, le rapport j- est fini en 0. La 
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quadrature à laquelle conduit l'équation différentielle (78), soit 



u = I 



\/h 




Fig. 22 



donne alors un résultat infini de l'ordre s g . 

Dans ces conditions, pour appliquer la formule fondamentale, nous 
retrancherons de notre volume d'intégration la partie qui avoi sine immé- 
diatement le point 0. En nous 
plaçant encore dans le cas de 
n =: 3, une petite portion du 
conoïde G sera ainsi enle- 
vée, portion limitée par une 
courbe y (fig. 22) : on peut 
pour fixer les idées, admettre 
que Y est l'intersection du 
conoïde G par une sphère 2 
de centre et de rayon très 
petit. 

Si aura alors deux fron- 
tières : son intersection F 
avec Set la multiplicité y. 
G'est le long de ces deux frontières que devra être prise l'intégrale 
n — 2"P^^ (76) à laquelle se réduit (74) moyennant l'équation différen- 
tielle (78). 

Le long de r cette intégrale, est connue, puisqu'on connait ^ et ses dé- 
rivées premières. 

On aurait donc l'expression de z par la généralisation naturelle de la 
méthode de Riemann si, la fonction u étant régulière dans tout le volume 
d'intégration à l'exception du voisinage de 0,et le rayon de 2 tendant vers 
zéro, l'intégrale (67') étendue à 2, augmentée de l'intégrale (76^ étendue 
à Y, se réduisait hz^, 

335« — Mais les choses ne se passent point ainsi. Gonsidérons, par 
exemple, Téquation (63). G'est, dans la catégorie d'équations que nous 
envisageons en ce moment_, la première pour laquelle le problème de 
Gauchy ait été résolu, grâce aux travaux de Poisson et de Kirchhofî. Les 
variables indépendantes sont alors au nombre de quatre, dont les trois pre- 
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mières, qui représentent des coordonnées cartésiennes dans l'espace ordinaire, 
seront nommées x^, œ^, œ^, tandis que la quatrième continuera à être 
désignée par t. Nous supposerons que S a pour équation t ^= 0, de sorte 
qu'on devra se donner, pour ^ = 0, les conditions 

où /et/î sont des fonctions connues de œ^^ œ^, œ^, 

La méthode employée pour exprimer, en fonction de ces données, la 
valeur de z pour œ :=^ œ^.^, oc^ ■=. x^^, x^ ==: œ^.^, t = t^, consiste à prendre 

\ 

F étant une fonction quelconque et r désignant la distance (comptée dans 
l'espace ordinaire) du point (^a^^, œ^, œ^) au point {œ\, ûo\, œ^^ 



I ■ V \"^l "~~~ i) ' \f^2 """" "^ 2/ ""' l.'^S "~~~ "^ 3/"'* 

Cette quantité satisfait bien à l'équation adjointe, identique ici à la pro- 
posée elle-même. Elle vérifie également^ quelle que soit la fonction F, la 
condition (78) : elle est en effet, sur le cône caractéristique, proportion- 

nelle à - et c'est précisément une telle proportionnalité qu'indique Téquation 

différentielle (78). 

Seulement, cette fonction n'est pas uniquement singulière (comme le 
voudrait la théorie précédente) en un seul point de l'espace à quatredimen- 
sions. Elle est, en eflet, infinie pour œ^ :=^ x\, œ^ =: x\, x.^ =: ^•%, quel 
que soit t et non pas uniquement pour la valeur t^ donnée qui correspond 
au sommet du cône caractéristique. Nous devrons donc retrancher de 
notre volume d'intégration, non pas exclusivement le voisinage immédiat 
du sommet du cône, mais, par exemple, l'ensemble t des points (j^^, ^2; ^s' ^) 
satisfaisant à l'inégalité 

[00, ^ x\Y ^ {X, ^ x\Y H- (^3 - ^\f < ^'' 

Conformément à la convention du n° 100^'% cette région est représentée 
sur la figure 23, par l'intérieur d^un cylindre a (auquel elle se réduirait si 
l'on n'avait à considérer que les coordonnées x,, x..^ et t, la variable x.^ 
étant supprimée). 

La frontière cr de la région ^ interceptera^ sur notre cône, la multiplicité y 
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(qui ne sera autre que la surface d'une sphère de rayon s, avec t ■=^ t^ 

et sur S une multiplicité y' (sphère de rayon s avec t = 0), 
Le polynôme ^'{z) ayant ici l'expression 

et le conoïde caractéristique étant 

(.^^ _ ^0J2 _j_ (,^^ _ ,^.0^)2 _j_. (^^ _ ^0j2 _a} {^t— t^f = 

les bicaractéristiques correspondantes ne sont autres que les génératrices. 




Fio-. 23 



Nous obtiendrons donc sur C, le système de coordonnées curvilignes 
exigé par les raisonnements précédents en employant (dans l'espace ordi- 
naire) les coordonnées polaires d'origine 0, c'est-à-dire en posant 

^^ — a;'% 4-r sinX^ COSX2, .x'^r^x-^^ -H^^ sin X^ sin X2, x^ = x^^-\- r do?>\, 
(0<X, <Tr, 0<X,<27r). 

Nous pourrons alors prendre s = r, et l'on trouvera aisément 



h = : 



sin X. 



Dans ces conditions, it étant donné par la formule (79), l'intégrale 
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triple relative à S^ se réduira, en vertu des calculs précédents, à l'intégrale 
double 



(80) 




sm A, dh\ aA. 

a 112 



ir 



'^-^?- dQ 



(dQ = sin X^ d\^ d\^ étant un élément de sphère de rayon 1) étendue suc- 
cessivement aux multiplicités r et y. 

L'intégrale relative à S prend une forme particulièrement simple lorsque 
(comme nous le supposons) cette multiplicité a pour équation t = 0. Si 
nous désignons par cp (r) et o^ (r) les valeurs moyennes pour t =^ 0, sur une 
sphère de centre {x^^, x^^, w^.^) et de rayon r, des fonctions /et f^ aux- 



ô^ 



quelles se réduisent z et --. pour t =^ 0, soit 



'pW-, 



f{^^i +r sinX^cosX.j^^g ~^ '^'^i^ '^i ^^'" ^2' •^'^3 + ^'cosXJ 

sin X^ <iXi dl^y 



r^ff^'^'^' 



?iW=/7Z 



cette intégrale devient 




^ , ^'sin X^ cosX^, ^^2-}-r sinX^sinX2,^^3-i-rcosX^ 

sin X^ d'k^ dl^, 



hz ôwX , 7 7 



^[F(r) cp^(r) — aF(r) ^[r)'\ dr 



ou, moyennant une intégration par parties évidente 



hZ ^U\ y 7 7 

1^ -~T ^ '^ I ^^^1 ^-^2 "^3 




- 4^t„ F (««„) -f {aQ + ^ F (e) ç(s) + i^ 
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expression dont le premier terme — 47r^o ^(^^o) ?(^0 vient précisément 
détruire l'intégrale (80) relative à F. 

Si maintenant s tend vers zéro, le second terme de l'expression précé- 
dente devient aussi infiniment petit et il en est de même de l'intégrale (80) 
relative à y, puisque r'^u tend vers zéro avec r. 

Considérons enfin l'intégrale relative à a. Cette intégrale est 



u~] s-dQcU 
ôr/ 



où l'intégration double est étendue à la surface d'une sphère de rayon s 
(£-(iQ étant l'élément d'aire de cette sphère); elle n'aura pas pour limite 

une quantité proportionnelle à ^q, mais bien ( ~~- ayant pour partie prin- 

1 \ . 

cipale 2 F(a^)| l'intégrale simple 





¥{at)dt 



prise de a tç^, pour œ^ = x^^^ x^ ^=. x^^^ x.^ = ^\. 
11 vient donc finalement 



-éatr. 



^'0 



^^ [ro. (r) -h a |, (ro (r))] dr - z¥ {at) cU = 0. 




Mais ici le résultat se simplifie notablement grâce à ce fait que la fonc- 
tion F, qui intervient dans les formules qui précèdent, est arbitraire. En 
efîet, en changeant r en at dans la première intégrale, on peut écrire 



(81) / ¥[at) \to,[at) + ^^ [t'^{at)) — z\ dt = 0. 



Or, ainsi qu'il résulte d'un raisonnement classique du calcul des varia- 
tions, une égalité de la forme (81) ne peut pas avoir lieu quelle que soit 
la fonction F, si Ton n'a pas pour tou!e valeur de t 
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En particulier, ceci a lieu pour t ■=■ if^, et Ton a 
(82) z^ = cp(aO 4- t^ ['f, («g -+- a^^{aQ\ . 

On voit qu'ici la valeur de z^ est exprimée, non pas en fonction de toutes 

celles que prennent ^et -^ sur S dans tout l'intérieur du conoïde caracté- 

ristique, mais seulement des valeurs prises par ces quantités ^ur ce conoïde ; 
Cette circonstance est due à la forme particulière de Téquation (62) et ne 
se présente pas pour une équation du second ordre prise au hasard (^). 

336« — On remarquera que^ de la forme même de la solution qui vient 
d'être obtenue, il résulte que la méthode ne pouvait pas réussir sous la 
forme primitive indiquée au n*^ 334. Elle aurait, en effet, conduit à 
exprimer la solution sous forme d'une intégrale analogue au second membre 

de (74), c'est-à-dire portant sur les valeurs de ^ et de — dans toute la 

partie S^ de S intérieure au conoïde caractéristique. 

On pourrait bien, il est vrai, transformer l'intégrale (82) en une autre 
qui soit prise dans toute la région S^, mais il faudrait pour cela que l'élé- 

ment d'intégration contienne les dérivées de ^ et de — par rapport aux 

coordonnées prises sur S (autrement dit, par rapport à x^^ oo^, œ^. 

En un mot, le second membre de la formule (82) est irréductible à celui 
de (74). 

Il ne peut donc exister de solution de l'équation (62) vérifiant les diverses 
conditions que nous avions postulées au n° 334. 

33'^« — Ces divers résultats ont été généralisés à des catégories assez 
étendues d'équations dans les travaux cités plus haut. Nous nous contente- 
rons d'indiquer le cas le plus simple, celui de l'équation 

qui n'est autre que l'analogue de (62) pour le cas de deux dimensions et 



(1) La supposition qu'on ait pris pour S la multiplicité it = n'a évidemment rien 
d'essentiel et les considérations précédentes subsisteraient, avec des résultats un peu 
moins simples, pour S quelconque. 
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pour laquelle le problème de Gauchy (la multiplicité S vérifiant toujours 
les conditions imposées au n° 331) a été résolu par M. VoUerra. La fonc- 
tion u^ choisie par ce dernier, est alors celle qui se déduit de la quantité 



(84) 



en changeant oc^, œ^, t ew x^ — ^^i, x^ — x^^, t — t^. 

Elle admet, on le voit, le conoïde caractéristique comme surface singu- 
lière. Mais il. est aisé devoir que cette singularité ne compromet pas l'appli- 
cation de notre formule fondamentale : la seule partie que Ton doive 
retrancher du volume d'intégration est encore celle qui est comprise à 
rintérieur d'un petit cylindre ayant pour axe la droite 

/y» ^ /yiO /yi ■ /yiU 

i/y 1 ■ Oj ,1 , KAj ty — — • tJJ q * 

La formule (74) fera alors connaître l'intégrale simple 

zdt 

prise suivant cette droite, àe t :=. h t :=. t^. 

Il ne restera plus qu'à prendre la dérivée de cette quantité par rapport 
à Îq pour obtenir la valeur de Zç^» 

La solution obtenue ne peut plus, comme celle de l'équation (62), se 
mettre sous la forme d'une intégrale étendue à la partie de S située sur la 
surface du cône caractéristique : les valeurs des données dans tout Vinté- 
rieur de ce cône y figurent nécessairement. 

Par contre, on peut faire sur cette solution des remarques toutes sem- 
blables du n° précédent et en déduire que la méthode ne pourrait pas 
réussir sous la forme indiquée au n° 334. 

338. — Qu'il s'agisse, d'ailleurs, du problème dont nous venons de 
parler ou de celui qui est relatif à l'équation (62), les considérations pré- 
sentées jusqu'ici subsistent dans le cas limite où S est caractéristique : par 
exemple, on pourrait prendre pour S un conoïde caractéristique, en se 
contentant toutefois de déterminer z à V intérieur de ce conoïde. 

Dans ce cas, comme la conormale à S serait tangente à S, la connais- 
sance des valeurs de z sur la multiplicité en question suffirait, puisqu'elle 
entraînerait celle de la dérivée conormale. 
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Ainsi, une intégrale de l'équation (62) ou de Téqualion (83) est déter- 
minée, à l'intérieur d'un conoïde caractéristique, quand on donne ses 
valeurs sur ce conoïde. En particulier, elle ne peut s' annuler sur le conoïde 
(sauf le cas de singularité, tel que nous l'avons, par exemple, rencontré 
pour l'expression (84), au n*' pvécéàenï) sans être identiquement nulle dans 
tout Viji ter leur. 

Ce résultat correspond évidemment à celui que nous avons trouvé au 
n° l^»(ch. iv). 

339. — Nous remarquerons également que la méthode s'étend d'elle- 
même au cas où l'équation linéaire a un second membre, c'est-à-dire où 
Ton égale le premier membre de l'équation (63) non plus à zéro, mais à 
une fonction donnée quelconque ^ de d:;^, x^^ ... Xn- Dans ces conditions, 
l'intégrale n'^i^^^qui figure au premier membre de l'équation (74) ne sera 
plus nulle, mais sa valeur sera connue. Pour l'équation (62), ceci conduirait 
à compléter la formule (82) par l'intégrale 



dx^ dx\ dx.^ 



étendue au conoïde caractéristique. Dans le cas de l'équation (83) on au- 
rait à considérer, outre une intégrale double prise sur le conoïde caracté- 
ristique, une intégrale triple étendue au volume intérieur à ce cône. 

340. - — Dans tous les cas, un calcul direct montrera que les expressions 
obtenues par les méthodes précédentes vérifient bien toutes les conditions 
demandées, pourvu que la multiplicité S satisfasse aux hypothèses du 
n°33l. 

Le problème de Cauchy est donc, dans ce cas, toujours possible, que les 
données soient ou non analytiques. 

Il n'en est plus de même si les hypothèses dun° 331 ne sont pas vérifiées, 
si la multiplicité S coupe le cône caractéristique issu d'un de ses points. 
C'est, par exemple, ce qui se présente dans la généralisation donnée par 
Kirchhofï (*) de la solution du n° 335 ou dans les recherches analogues 
développées par M. Volterra (^) sur l'équation (83). 



(1) Zur Théorie àer LichtstraJilen et Optik. 

(2j Sur les vibrations des corps élastiques isotropes, n^ 6 (Acta Math. t. XVJlIj. 
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Pour de telles formes de S, le problème de Cauchy cesse d^être possible 
en général. C'est ainsi que^ dans les solutions données par Kirchhofî et 
M. Voiterra, apparaissent une infinité de conditions de possibilité. En réalité, 
dans les problèmes qu'ils ont traités, on peut, comme on s'assure aisément, 
se donner les données de Cauchy — c'esl-à-dire z et ses dérivées premières — 
sur une partie seulement de S, z seul étant (comme aux n'' 180-181 du 
ch. iv) donné sur l'autre partie. Les formes correspondantes de S sont 
d'ailleurs telles que la démonstration de Gauchy-Kowalewski (relatif à 
l'existence de la solution pour des données analytiques n'est plus applicable. 

Mais, même dans le cas où cette démonstration est possible -~ par exemple 
lorsque, relativement à l'équation (62), on prend pour S la multiplicité 
x^ = — on constate que la possibilité du problème cesse en général, avec 
Fanalyticité des données si la condition du n° 381 n'a pas lieu. 

341. — Nous bornerons là les indications sur la résolution du problème 
de Cauchy et nous allons étudier une autre question présentant un rapport 
étroit avec celles qui ont fait l'objet des chapitres précédents. 

Nous avons constaté que les ondes par lesquelles se propagent les dis- 
continuités dans les milieux en mouvement ne sont autres que les carac- 
téristiques des équations différentielles qui déterminent ces mouvements. 
Nous nous sommes placés, à cet effet, dans l'hypothèse formulée au n° "^1 
et d'après laquelle les quantités considérées et leurs diverses dérivées 
devaient toutes tendre vers des limites parfaitement déterminées de chaque 
côté de la discontinuité. 

11 y a lieu de se demander si des conclusions analogues subsistent dans 
l'hypothèse contraire, c'est-à-dire en admettant qu'il y a non seulement 
discontinuité entre deux mouvements compatibles, mais singularité de l'un 
de ces mouvements considéré en lui-même, quelques unes des inconnues 
ou de leurs dérivé^ devenant infinies. C'est ce qui arrive, par exemple, 
pour la solution (84) de l'équation (83). 

Les résultats auxquels nous parviendrons seront d'ailleurs importants en 
ce qu'ils nous permettront de relier la théorie des ondes telle que nous 
l'avons exposée dans les chapitres précédents, à celle que Ton rencontre 
dans diverses branches importantes de la Physique, particulièrement en 
Acoustique et en Optique. 

On sait qu'alors, au lieu de considérer, comme nous Pavons fait^ la pro- 
pagation proprement dite du mouvement, c'est-à-dire la manière dont il 
commence successivement aux différents points de l'espace, on suppose ce 
mouvement déjà commencé et arrivé à une sorte d'état permanent. Dans 
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ces conditions, la définition de la surface d'onde, telle que nous Tavons 
envisagée dans ce qui précède, n'est plus applicable. Mais^ d'autre part, le 
mouvement étudié n'est pas quelconque : c'est une oscillation périodique 
et la surface d'onde est alors le lieu des points de l'espace où la phase d'os- 
cillation est la même. Comme précédemment, bien entendu, l'ensemble des 
faces d'onde correspondant à une même phase, lorsqu'on fait varier le 
temps, forme, dans l'espace E^, une multiplicité triplement étendue qui 
représente la marche de l'onde et permet d'en définir la vitesse de propa- 
gation. 

Nous verrons un peu plus loin pourquoi on est ainsi conduit aux mêmes 
ondes que dans la théorie d'IIugoniot, — à savoir aux caractéristiques — 
et nous verrons également s'introduire, comme possédant la propriété fon- 
damentale des rayons tels qu'on les considère en Physique, les hicaracté- 
ristiques définies dans le présent chapitre. 

34!^. — Admettons donc, avec M. Delassus, (^) qu'une équation linéaire 
du second ordre donnée 

(63) .f (^) = 2 aikpiu -^^d.ip.-^lz = () 

i^k i 

possède une solution de la forme 

(85) z = l¥[u) 

où Z, n sont des fonctions régulières, ~ j'entends par là des fonctions 
finies, continues et dérivables — mais où la fonction F admet une singu- 
larité pour ri = 0. Substituant cette quantité, il vient aisément 

/ \ 

(86) AZP^n) -I- / y -^^ l^- -H MZ \ F(n) + g^(Z). F(n) =: 

\ ^ / 

les TTf étant les dérivées des partielles de n et A étant toujours défini par 
l'équation (18) du n^ !^87, pendant que F^, F'' sont les dérivées première 
et seconde de la fonction F, et que l'on a 



M = 2«*.i;-^^,.-^-2^'--^^'(")-^" 



Annales Scient, de VEc. Norm. Suj)., 3^ série, t. XllJ, p. 357 et suiv., 1896. 
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Nous n'allons point laisser la fonction F tout à fait quelconque : nous 
supposerons cette fonction telle que F^ soit inûnirnent grand par rapport à 
F, et F'' par rapport à F^ pour H voisin de 0. Cette condition est remplie 
par toutes les formes usuelles de fonctions d'une variable singulières à 
l'origine telles que 

F (n) = W {p non entier positif), 
F(I]) = logll, 
F(n) = up log n. 

Dans ces conditions, il est clair que le coefficient de F''(n), dans l'équa- 
tion (86) doit s'annuler avec n. On a donc (pour U = 0) 

(87) A=.0 

et la multiplicité singulière =:= doit être une caractéristique (^). 

Il en serait encore de même si l'intégrale cherchée ne se composait pas 
exclusivement de l'expression (85), mais comprenait en outre un terme 
régulier quelconque. 

343« — Inversement, étant donnée une multiplicité caractéristique 
n = 0, — telle, par conséquent, que le premier membre de l'équation 
s'annule avec et que Ton ait 

A = njb 

(où À) est une nouvelle quantité régulière), — proposons nous de trouver 
à l'équalion donnée une solution de la forme 

(88) ^^ZF(n) 4- ^1, 

Zi étant une fonction régulière. 

Nous prendrons pour fixer les idées 



F(n) = log II. 



n 1 F"(n) 1 

On aura alors pTTffy "^ ~~ if 



(1) Cette conclusion ne serait pas en défaut si Z était nul avec II. Dans ce cas, en 
effet, il conviendrait de recommencer le raisonnement en remplaçant Z par 



Zi :=: ^ et F (II) par IIF(I[). 
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Par conséquent, en écrivant que les termes de l'ordre de F' disparaissent, 
on aura (pour n = 0) la condition 

Celte condition peut être considérée comme une équation aux dérivées 
partielles linéaire du premier ordre à laquelle doit satisfaire la fonction Z, 
il est clair (^) que les caractéristiques de cette équation seront situées sur 
notre surface singulière et ne seront autres que les hicaractéris tiques 
correspondantes. 

Ou voit, par conséquent, que la condition (89) est relative à la distribu- 
tion des valeurs de Z lui-même (et non de ses dérivées) sur l'hypersurface 
Il =:: : si l'on pose, comme précédemment, 



(14') 


dx^ dx^ 


dXn 
WnJ 


: dSy 


Z aura la valeur 









r(Â> — M) ds 

(90) Z = l,e 

où Zq est un facteur indépendant de s^ qu'on peut encore choisir arbitrai- 
rement en' un point de chaque bicaracléristique. 

Z étant ainsi choisi (et supposé d'ailleurs régulier), le premier membre 
de la condition (89) s'annulera avec n : il sera, par conséquent, de la forme 

f étant une fonction régulière. 

Quant aux termes logarithmiques, la condition nécessaire et suffisante 
de leur disparition est évidemment que Z soit lui-même une solution de 
l'équation proposée. 

S'il en est ainsi, il restera, pour déterminer ^i, Téquation 

(91) ^(^J=:-^. 

^ étant, comme nous l'avons dit, une fonction régulière, les théorèmes 
généraux nous apprennent (-) que celte équation admet une solution éga- 
lement ré"fulière. 



(1) Comparer n^ 338. 

(2) Du moins dans le cas où tous les calculs sont analytiques. 
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Pour résumer, nous voyons qu'il faudra : 

1° Choisir pour la multiplicité II r=3 une caractéristique, conformément 
au théorème de M. Delassus; 

2'' Calculer, sur cette multiplicité, la distribution des valeurs de Z par 
l'équation (89) ou, ce qui revient au même, par la formule (90). 

3"" Trouver une solution de l'équation proposée, prenant pour II rr= les 
valeurs ainsi calculées. 

4° Déterminer une fonction régulière ^^ par l'équation (91). 

Nous savons d'ailleurs, par ce qui précède, que si les calculs sont analy- 
tiques, l'opération 3*^ est possible d'une infinité de façons. 

344. — Lorsque le nombre des variables indépendantes est de deux, 
les solutions logarithmiques ainsi obtenues jouent un rôle fondamental 
dans l'étude de l'équation, et cela tout particulièrement dans le cas où les 
caractéristiques sont imaginaires. 

On peut alors (^), par un changement de variables réel, mettre l'équa- 
tion sous la forme 

(92) ^(^) = àz -\-al^---{-h~-\^cz = 

A désignant le symbole de Laplace à deux variables ~ -H "— ; 6^, &, c, des 

OiÀ/ ou 

fonctions données de œ et de y. Les caractéristiques sont, dans ces condi- 
tions, 00 — '^y = const. ; X '-\- iy := const. 

Cherchons une solution uniforme qui devienne logarithmiquement infinie 
au voisinage d'un point donné {œ^, y^). 

Si nous supposons a, h, c analytiques, rien ne nous empêchera d'apf ti- 
quer les raisonnements qui précèdent aux multiplicités 

^ — ^0 — ^ (^ -~2/0)====O, x — x^'^i{y'-'y,) = ^\ 

et, ce seront les logarithmes de œ — œ^ — i(y — y^)^ d'une part, de 
X — oGq -\- i[y — ?/f)) de l'autre, qui interviendront dans la solution cher- 
chée : celle-ci aura donc la forme : 

Z log [oG — x^ -- i{y — ?/o)] -^ 2' log [x — x,^ i(y — y^)] + z^. 



(1) Picard, Traité d'Analyse» 
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Mais on a 

log [x — X, — i{%) — ?/o)] == log T — ÛO, 

log \x — X, H-- i{y — y^)]=: log r -\~- m, 

en désignant par r la dislance des deux points (07^, ?/o), (^, y) et par w 
l'angle que cette distance fait avec l'axe des x. 11 est clair que la solution 
ne saurait être uniforme si w n'en disparaît point, c'est-à-dire si Ton n'a 
pas identiquement 

Z' = Z. 

Nous avons donc finalement à trouver une solution Z de Téquation (92) 
définie par la double condition de prendre des valeurs données, pour 
X — x^ — i[y — ^o)""^ ^ et des valeurs données pour a^ — x^ -\- i{ij~-y^)z=z 0; 
ces valeurs étant d'ailleurs toutes analytiques. C'est, comme nous l'avons 
vu, le problème qui a été résolu par M. Goursat et, pour le cas d'un plus 
grand nombre de variables, par Beudon. 

Nous obtenons ainsi une solution de la forme 

(93) 2ZlogrH-^i 

c'est-à-dire une des solutions dont l'existence a été établie par M. Picard 
dans le cas spécial où a eih sont nuls (^). Seulement nous avons été obligés 
de nous borner aux équations à coefficients analytiques : non qu'il soit 
rien supposé à cet égard dans les développements du n^ 343, mais parce 
que nous les avons appliqués dans le domaine complexe. La méthode de 
M. Picard, au contraire, fondée sur des approximations successives, ne 
suppose rien sur la nature analytique des coefficients. 

Observons toutefois que même pour a, h, c non analytiques, notre mé- 
thode conduit, dans des cas très généraux, au résultat cherché. Si, en 
effet, a, h, c admettent des dérivées jusqu'à un certain ordre p autour de 
(^0' 2/o)j la formule de Taylor leur sera applicable autour de ce point, c'est- 
à-dire qu'on pourra les représenter par des polynômes a, p, y en x^y/a. des 
quantités près qui seront d'un ordre supérieur k p en x — ^0» 2/ — 2/o- 

Remplaçons alors, pour un instant, a, h, c par a, p, y- L'équation ainsi 



(1) La méthode précédente a été obtenue d*une manière indépendante, par M. He- 
drick {UbeQ-- den analytischen Character der Lôsungen von Biffer entiàlgleichun gen, 
Goettingen 190 1) et par nous même (voir Notice sur les travaux scientifiques de 
M. Jacques Hadamard, février 1901, et aussi Congrès international des Mathéma- 
ticiens) [Paris, 1900,; Gauthier-Villars, 1902). 
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modiPiée admettra une solution z' de la forme (93). Le résultat de subsli- 
lution de z' dans l'équation donnée sera une quantité conlinue et dérivable 
jusqu'à l'ordre p — 1. Il ne restera plus qu'à augmenter z^ d'une quantité 
z^' définie par Féquation 

équation dont les théorèmes de M. Picard (^) permettent de trouver une 
solution régulière, en en indiquant l'ordre de dérivabilité. 

La seule question — que nous n'entreprendrons d'ailleurs pas d'élucider 
— est de savoir si cet ordre est le plus élevé possible^, étant données les 
hypothèses faites sur les coefficients. 

Les intégrales de la forme (93) jouent dans l'étude de l'équation (92) le 
même rôle que la fonction log r dans l'étude de l'équation de La place. 
Considérons^ en efîet, l'adjointe de (92), savoir l'équation 

ÇAïC) = At^ (aie) — — (hu) ~\- eu =^ 0. 

La formule fondamentale donne ici 



[?/^(^) — z§{u)] clxdy 




'' / r^ cIN "" ^ fTN "" [^ ^^^ ^^' ^) "^ ^ ^^^ ^' ^^] 



) 
zii i ds 

) 



S étant la frontière du domaine plan ^ ; s, l'arc de S ; N, la normale à S. 

Mais l'équation ^{it) = admet une solution de la forme (93). Suppo- 
sons celle-ci choisie de manière que le coefficient 2 Z soit égal à 1 au point 
(^0' Vq) (^® ^i"^ ^^^ possible, car^ d'après nos calculs, Z est nécessairement 
différent de en ce point) et choisissons la pour la fonction ic. 

En étendant l'intégration, d'une part à une courbe quelconque (^) S qui 
entoure le point [x^, i/q) d'autre part, à un cercle de rayon très petit ayant 



(i) Journal de Mathématiques, 5^ série, tome VI, 1900 ; p. 138 et suivantes. 
(2) Ou même à un système de plusieurs courbes, pourvu que Taire ainsi hmitée 
comprenne {Xq, i/q). 

IIadamard 22 
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pour centre ce point, on trouve, absolument comme dans la théorie du 
potentiel logarithmique ordinaire 



2^ / N^— ^^-+-[^cos (N^) -|-^cos(N2/)]^ 



u / ds = z [xç^, y^. 



Celte formule est entièrement analogue à celle que nous avons rappelée 
dans le ch. i (n° 1) : comme en cet endroit, nuus pouvons évidemment en 
déduire les conséquences suivantes : 

Une équation (92) à coefficients analytiques n'admet que des solutions 
analytiques. 

Si deux solutions d'une équation (92) à coefficients analytiques, 
définies de 'part et d^ autre d'une ligne L, prennent sur cette ligne les 
menues valeurs et qu^il en soit de même de leurs dérivées normales, ces 
deux fonctions sont le prolongement analytique Vune de l'autre. 

Si enfin on se rappelle que le terme régulier z^ qui figure dans la solu- 
tion (93) peut être moditié })ar raddition d'une solution régulière quel- 
conque de l'équation proposée, on sera conduit à déterminer un tel terme 
additif pour la fonction u^^ de manière à ce que la solution correspondante 

u = 11 log r ~\- Ui 

de l'équation adjointe s'annule sur le contour S, ou de manière à ce que sa 
dérivée normale y soit conslanleo u jouera alors le rôle d'une véritable 
fonction de Green pour la résolution du problème de Dirichlet ou du pro- 
blème de Neumann relatif à l'équation (92). 

345. — On peut se demander ce que deviennent les calculs que nous 
venons d'effectuer lorsque l'équation a ses caractéristiques réelles. 

Supposons alors les variables choisies de manière que ces caractéristiques 
soient x ^= const., y = const. Alors la quantité 

log r =r ^ [log [{x — X,) - i(y — y,] -f- log [x —x, -f- i{y — y,)]\ 

devra être remplacée (au facteur 2 près) par le logarithme du produit 
{x — œ^) [y — y,). 

Or, les caractéristiques étant les parallèles aux axes, l'équation a (n^* 164) 
la forme 

— — -i- a ~ -h b ~ -^ cz = 0. 
bx ày {)x by 
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Si elle doit admettre la solution 

% = Z log {{OG — x^) {y — y^)] + z, 

la fonction Z, elle-même solution de l'équation, devra, en outre, vérifier 
sur les caractéristiques les relations (89), lesquelles se réduisent en l'espèce : 
sur la caractéristique oo = Xç^, k 



ôZ 
ly 

sur la caractéristique y =z y^^ à 



-h aZ = ; 



ôZ 



èZ = 0. 



Nous pouvons prendre encore Z = 1 pour x =-- x^, y = y^. Nous voyons 
alors que la fonction Z n'est autre que la fonction de Riemann définie aie 
n«l71. 

346. — Lorsqu'on passe au cas de trois variables indépendantes, les 
solutions qu'il est important de considérer ne sont plus celles dont nous 
venons de parler, mais celles qui, aux environs de r = 0, sont infinies 

1 

comme -• 
r 

Ceci conduirait à prendre, pour la fonction F précédemment introduite, 

1 

la forme F = - . Mais il est aisé de voir que si l'équation donnée et la carac- 
téristique Il = sont prises d'une manière quelconque, il n'existera pas, 
en général, d'intégrale de cette espèce. 
Il suffit, pour cela, d'observer que, dans l'expression 

Z 

singulière sur la multiplicité n = 0, les valeurs prises par Zsur cette mul- 
tiplicité déterminent à elles seules la singularité, attendu qu'en ajoutant 
à Z une fonction régulière qui s'annule avec il et qui soit, par conséquent, 
de la forme 11%, on ne modifie l'expression ^ que de la quantité régulière S. 

2 
Or, une fois le coefficient de F", — c'est-à-dire de ^, — annule grâce 

1 1 

au choix de II, il reste à faire disparaitre les termes en —^ et en - . Nous au- 
rons ainsi deux conditions aux dérivées partielles, lesquelles porteront 
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toutes deux, comme nous venons de le voir, et comme on le vérifie sans 
peine directement^ sur la distribution des valeurs de Z le long de notre 
multiplicité iï = 0. En général, ces deux équations aux dérivées partielles 
n'auront point de solution commune non identiquement nulle. 
Par contre, il existera des solutions de la forme 

z log u + I 

et il est même aisé de les déduire de celles qui ont été obtenues précédem- 
ment. Considérons, en effet, la caractéristique dont nous partons comme 
taisant partie d'une famille de caractéristiques, dont l'équation générale 
sera 

Il (X^, X^, ..., OCn-) ^) = 0. 

Pour chaque valeur de X, nous pourrons construire, par la méthode pré- 
cédente, la solution 

Zlog n 4- ^1. 

En dérivant l'expression ainsi obtenue par rapport à X, nous aurons une 
nouvelle solution de l'équation, laquelle s'écrira 

n ôX ôX ^ ôX 

Cette solution aura donc bien la forme demandée si l'on n'a pas -s:= 0- 

Par exemple, en dérivant par rapport k x^ ou à ?/o les solutions (93) du 
n° 344, on obtiendra, pour Téquation (92), des solutions de la forme 

P 

-2-1-Qiog'r-H^,, 

(P et Q étant des fonctions régulières, avec ^{^x^^ y^) = 0) lesquelles ont 
été également considérées par M. Picard (^). 

•IJ^. — Les résultats précédents se généralisent d'eux-mêmes au cas 
d'équations d'un ordre quelconque. 

Par contre, ils ne subsistent plus si la caractéristique considérée est double 
(n^ ^841), c'est-à-dire satisfait aux conditions 

^ = 0, {i=i,2,...n) 

(i) G. R. Ac. des Se, 1891. 
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Supposons, en effet, qu'il en soit ainsi, et aussi (ce que l'on peut évidemment 
faire sans diminuer la généralité) que toutes les multiplicités II = const. 
soient caractéristiques, de sorte que la quantité désignée plus haut par Jh 
sera identiquement nulle. Alors, une fois le terme en F" annulé, le terme en 
F ne pourra disparaître que pour Z = 0, à moins que l'on n'ait pour II == 0, 

M::=:0. 

Si, par exemple, on a pris II comme variable Xn, on devra avoir, dans 
l'équation ^^63) 

an = 0. 

Par contre, si cette condition est vérifiée il est, en général, possible de 
former des intégrales présentant la singularité indiquée. Ainsi, pour l'équation 
(à deux variables indépendantes) 

qui satisfait à la condition précédente, on démontrerait aisément, par ce pro- 
cédé, l'existence de solutions de la forme 

z = r^ log r.Z -+ Zi 

lesquelles joueraient, pour cette équation, le môme rôle que les solutions (93) 
pour l'équation (92). 

348.— On étend aisément les considérations précédentes aux systèmes 
d'équalions. Soit, par exemple, le système linéaire 

2 ciikPik 4- 2 hk qik + y^ Gu, Viu 4- 2 ai Pi + ^i ^^^^ ~^ 2! ^^^'^ 
+ g^ -4- M + K = 0, 

2 ^'^vcP^/. +2 ^'''^'' "^2 ^"^^^^'^-^^-^^^'^ ^'' "^2 ^'' ^' ^2 ^'^ '"^^ 

où, comme aux n° ^91, ?, 'n» C sont les inconnues; lesp, les q et les r, 
leurs dérivées premières et secondes. 
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Cherchons une solution, singulière sur la multiplicité U = dans laquelle 
les parties principales des inconnues soient respectivement 
?r==SF(n), -^^HFin), ?^ZF(n). 

La fonction F étant toujours supposée vérifier les mêmes hypothèses 
qu'au n^ 34S, les termes en F" devront disparaître et l'on aura, pour n ===: 0, 

f SA + HB H- ZG =: 0, 

(95) I SA^ -h HB^ -h ZG^ ^ 0, 

( ^A" -h HB" -H ZG^' r=3 0, 

où A est l'expression \^ aïk'^H^k et B, G,... les expressions analogues 

formées comme au n^ ^91. 

Le déterminant de ces équations devra, par conséquent, être nul (^) de 
sorte que la natUijolicité singulière devra être €7icore une caractéristique. 

Si nous nous plaçons dans l'hypothèse du n° 29^ où les mineurs du 
déterminant en question ne sont pas tous nuls et que nous désignions, 
comme précédemment, ces mineurs par lesnolalions a, p, y--, les équations 

(95) donneront (pour II = 0) 

(96) E = ap, H = pp, Z = 7p 

p étant une indéterminée : moyennant quoi les premiers membres de ces 
équations seront nuls avec n et, par conséquent de la forme 

Kllp, K'np, K^'Dp 

K, K', K'' étant des fonctions régulières connues. 

Soit encore F(II) = log H, de manière que l'on ait ^^r = — tt • La dis- 
parition des termes singuliers en F^ dans l'équation que l'on obtient en 
multipliant les premières respectivement par a, a', a!' (afin d'éliminer F'') 
fournit une équation entièrement analogue à l'équation précédemment 
écrite (33) au remplacement près des quantités j3nn, qnn, ^m par S, H, Z. Dès 
lors, si nous substituons à ces dernières quantités leurs valeurs (96), il est 
clair que nous aurons une équation en p semblable à l'équation obtenue 
au n^ ^93 et à laquelle on pourra appliquer toutes les conclusions pré- 
cédemment établies relativement à cette dernière. Ainsi, cette équation 
définira à la distribution des valeurs de p sur la multiplicité singulière et 
aura pour caractéristiques les bicaractérisliques du système (94). 

On déterminera ainsi les valeurs de S, H, Z sur II :=: 0. 

(0 II n'y a pas à se préoccuper du cas où S, H, Z seraienb nuls avec II, pour la 
même raison qu'au n^ 34^. (Voir la note de la page 333), 
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340. — Pour voir si Ton pourra obtenir dans ces conditions une solution 
du problème, nous supposerons effectuée la transformation que nous avons 
indiquée aux n° *3*S!^-323. Autrement dit, notre caractéristique ne sera 
autre que Xn = ; de plus^ l'une de nos trois équations ne contiendra plus 
les dérivées secondes par rapport à ^^ ; les deux autres conliendront ces 
dérivées, l'une dans le seul terme pnn, l'autre dans le seul terme ^nn (0- 

Si nous groupons nos différents termes d'après leurs ordres de différen- 
ciation par rapporta ocn seul, nous pourrons écrire ces équations sous la 
forme 



s^'.(â)-^s)-x,(s--(^ 


;) + *,('i) + x.S) = o, 


a-^'.(â)-*'0-''-(a-^'-' 


e + +'.w+x',(o = «. 


^■. (à)-*-. (5.) --A© -'■.(? 


i + f,(i) + i',ro = «. 



OÙ cp^, 6^, y^^, o\, -y^, yj^, ^\, y\, y\ désignent des polynômes différentiels 
linéaires du premier ordre, portant chacun une fonction, dans lesquels 
n'interviennent que des différenciations par rapport aux variables autres que 
^n\ ^2» ^2J •••' ^'"â? X.":iî tles polynômes différentiels du second ordre égale- 
ment dépourvus de différenciations par rapport à x^- 

C'est dans les équations ainsi écrites que nous devrons substituer les 
valeurs 

(97) $ = S log Xn -h ?i, Ti = H log 07,1 + ï)!, ? = Z log Xn + Ci 

des inconnues. Le facteur log Xn devant être traité comme une constante 
dans toute différenciation par rapport à une variable autre que Xn-, on aura 
évidemment comme résultat 



X^u Xn 



-t-... = o, 



(98) 



X n 



l[cp",(S)+r,(H) + x".(Z)]-- = 0. 



(1) Plus exactement, pour obtenir ce résultat on devra s'arranger pour que toutes 
les multiplicités Xn = const. soient des caracléristiques et opérer un changement 
d'inconnues défini, non par les formules (52), mais par les formules (53), les fonctions 
Jt9, 0D, C, Â)' 0d' & étant égales, ;pour tout système de valeurs de œ^, cc^, ... Xn, aux 

coefficients COnn, ànn, Gnn, OJ nn-, ^'n>t, G'nn- 
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1 1 

OÙ nous n'avons écrit que les ternies en -^ et en — ;- . La disparition des 

X n OO/i 

premiers dans les deux premières équations montre que S et H doivent 
s'annuler avec Xn : c'est ce qui correspond aux formules (96). Dans ces 

1 

conditions, la disparition des termes en -- dans la troisième équation exige 

que l'on ait pour n z=i 0, 

x"i(Z) = o. 

C'est l'équation aux dérivéespartiellestrouvéetoutà l'heure, qui détermine 
la distribution des valeurs de Z sur la multiplicité xn == 0. Si elle est 
vérifiée, notre troisième équation (à laquelle se réduit ici la combinaison 
linéaire formée au n° précédent) ne contient plus d'autres leimes singuliers 
que les termes logarithmiques. 

Ecrivons qu'il en est de môme des deux équations restantes. S et H étant 
nuls initialement, on a 

(99) ^ = Xn^,, H-.^^nH, 

où sont S^ et H^ de nouvelles fonctions régulières. Il vient alors, en égalant à 

1 

zéro les termes en - (lesquels, moyennant les relations (99) sont fournis tant 

1 1 

par les termes en — que par ceux en -^- des deux premières équations (98), 

H, +x'i(Z) = 0. 
Z étant connu pour Xn-==^ 0, les deux relations lorècèdejiies font connaître 
les valeurs initiales de H^ et de Hi^ c'est-à-dire de - — et de - — • . 

Si nous nous rappelons que S, H, Z doivent former eux-mêmes une 
solution du système donné (afin de faire disparaître les termes logarith- 
miques), nous voyons que nous sommes conduits à déterminer une telle 
solution en nous donnant les valeurs de nos trois inconnues et des dérivées 
premières de deux d'entre elles sur la caractéristique Xn = 0. Or, nous 
avons vu au n° 323 qu'à ces données nous pouvions adjoindre les valeurs 
de Z sur une multiplicité sécante à la première. 

Donc il existe une infinité de solutions de la forme (97) dépendant 
d'une fonction arbilraire de 7i — 1 variables et d'une seconde fonction 
arbitraire de n — 2 variables puisque Z peut être choisi arbitrairement en 
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tous les point d'une multiplicité n — 2 fois étendue située sur notre carac- 
téristique et coupant chaque bicaractéristique en un point. 

350. — Nous serons conduits aux ondes qui interviennent dans la 
théorie des mouvements périodiques si -nous donnons à la fonction F la forme 

F (n) ^ sin (Jin 

|jL étant un paramètre arbitraire. 

La fonction F ainsi choisie est holomorphe, quel que soit [x et conslam- 
ment comprise entre + let— l.Ellene rentre donc pas, à proprement parler, 
dans la catégorie qui vient d'être envisagée. Cependant — et c'est là une 
notion qui acquiert une grande importance dans beaucoup d'applications 
physiques de l'Analyse — tout en élant théoriquement toujours régulière, 
elle doit être considérée comme praliqicenieiit sùiguliére lorsque {-i a de 
grandes valeurs : elle présente, en effet, un certain nombre de propriétés 
qui la rapprochent des fonctions pourvues de singularités. Elle est toujours 
continue et n'offre jamais de variations brusques, au sens absolu du mot ; 
mais elle passe cependant de la valeur -+- 1 à la valeur — 1 lorsque sa 

variable indépendante n s'accroît de la petite quantité — . Elle a une dérivée, 

laquelle n'est jamais intinie ; mais les valeurs de cette dérivée sont très 
grandes par rapport à celles de la fonction, savoir de l'ordre de p. ; celles de 
la dérivée seconde sont de même très grandes comme (ji- ; etc. 

D'après cela, si (en nous bornant au cas d'une seule inconnue) nous sup- 
posons que l'équation (63) a une solution de la forme (^) 

(100) ^ = Z sin pn -h z^ 

et si p est très grand, les dérivées de n, de Z et de z^ (ainsi que ces quan- 
tités elles-mêmes) n'étant pas très grandes, il faudra que dans le premier 
membre de Téqualion (86), les termes en F'', qui sont de l'ordre de p.^, et 
les termes en F^ qui sont de l'ordre de p, s^annulent séparément. La pre- 
mière de ces conditions donne 

(120 ^ "= 

et cela, cette fois, pour toute valeur de II, de sorte que les multiplicités 
n =: const. doivent être des caractéristiques. 



(1) Rien d'essentiel ne serait modifié si nous remplacions le terme unique Z sin |j.n 
par la somme Z^ sin ;j.1I + Z^ cos \j11. 
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Les termes en F^ donnent la condition (89) avec Jl)= 0, par conséquent, 
en introduisant la variable bicaractéristique s définie par les équalions (14') 
(n° 283). 

(101) g^-MZ^O. 

Inversement, supposons les fonctions II et Z déterminées, la première 
par Féquation (12'), la seconde par l'équation (101). Alors le résultat de 
substitution, dans l'équation donnée, du produit Z sin p.n se réduira à 
Q sin jjin, en posant 

Q--^(Z). 
Nous aurons donc à déterminer z^ par Féquation 

(102) ^f(^z,)=: — Q sin [xU. 

Or, pour les diverses équations aux dérivées partielles du second ordre 
(à caractéristiques réelles) que l'on a pu intégrer (comparer n*^ 339), on 
constate, pour l'équation à second membre 

(où ^ est une fonction donnée de x^, x^, ..., x^^^ l'existence de solutions 
représentées par des sommes d'intégrales n^i'^^^ ou n — \_upies ^^ \^ forme 




(103) / \ "] ^'[p\^ "■, ^'n) G(^i, X^, ..., Xn, X\, ..., X[n) d^. 



où G est calculé a priori^ indépendamment de la fonction ^ et où dz est un 
élément de multiplicité n fois ou n — 1 fois étendue, décrite par le point 

(x'.^, X\, ..., ^'n). 

Pour obtenir une solution de l'équation (102), nous devrons remplacer ^ 
par — Q sin ^U. 

Supposons que les fonctions Q et G satisfassent à des conditions analogues 
à celles de Dirichlet, je veux dire que leurs variations totales (^), sur une 
ligne quelconque finie, ne soient pas très grandes par rapporta ces fonctions 
elles-mêmes. Alors la théorie des séries trigonométriques (^) nous apprend 



(i) Jordan, Cours d'Analyse^ 2^ édition, tome I, no 69, pages 54 et suiv. 
C^) Jordan, Ibid. tome II, cii. iv ; Picard, Traité d'Analyse, 2^ édition, tome I 
2® partie, ch. ix. 
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qu'une intégrale de la forme (103), portant sur la fonction QG sin [aïl, est très 
petite par rapport aux valeurs de Q et de V ordre de - • 

Supposons enfin que Q = ^ (Z) soit du même ordre de grandeur que Z 
lui-même. On voit alors que, des deux termes de l'expression (100), le 
second est très petit par rapport au premier. La solution se réduit donc 
sensiblement dans ces conditions, au produit Z sin pin. 

Cette quantité éprouve, d'après sa forme même, des oscillations pério- 
diques d'autant plus rapides que \i est plus grand, et les points de phases 
correspondantes sont situés sur des surfaces II = const., c'est-à-dire sur 
des caractéristiques. 

351. — Revenons maintenant à la détermination de Z. Une fois n choisi, 
Z est assujetti à l'équation différentielle (101). 

Or celle-ci ne fait connaître que les rapports mutuels des valeurs de Z 
aux différents points d'une même bicaractérislique. Elle n'établit aucune 
relation entre les valeurs prises par cette fonction sur desbicaractéristiques 
différentes. 

Donnons-nous arbitrairement, par exemple, une région de l'espace à n 
dimensions, et considérons l'ensemble des bicaractérisliques qui traversent 
cette région : ce qu'on pourrait appeler un pmceaii de bicaractéristiques. 
Rien ne nous empêchera de supposer Z différent de zéro sur les bicarac- 
téristiques du pinceau et nul partout ailleurs. 

Les bicaractéristiques sont d'ailleurs bien, d'après ce qui précède, les 
seules lignes qui possèdent cette propriété. 

Or, dans celle-ci, nous reconnaissons bien le caractère essentiel par lequel 
les rayons interviennent physiquement. ¥A\q correspond d^ailleurs d'autant 
mieux à une propriété de la solution (100) que (jl est plus grand et, par 
conséquent, z^ plus petit : et c'est bien, en effet, pour les oscillations 
extrêmement rapides, comme les vibrations lumineuses, que la propaga- 
tion par rayons est la plus nette. 

Il faut observer, toutefois, que, dans les régions où Z variera rapidement, 
les conclusions seront modifiées, z^ cessant d'être négligeable [diffraction). 
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NOTE I 



SUR LE i*ROBLÈME DE CAUGHY ET LES CARACTÉRISTIQUES 



Lorsque nous avons établi (au chap. IV) que si deux surfaces intégrales 
d'une laême équation de Monge-Auipère étaient tangentes tout le long 
d'une ligne, celle-ci ne pouvait être qu'une caractéristique, notre démons- 
tration 3st restée incomplète sur un point : nous avons dû, en effet, laisser 
décote le cas où le contact est d'ordre infini. Il y a donc lieu de se deman- 
der si, même en tenant compte des solutions non analytiques, le problème 
de Caucliy est parfaitement déterminé toutes les fois que la série des va- 
leurs données n'est pas caractéristique. Lorsqu'il s'agit d'une équation 
linéaire à coelPicients analytiques et holomorphes, la solution a été obtenue 
d'une manière ultérieurement générale par M. Holmgren (^), et cela, non 
seulement pour une équation du second ordre, mais pour un système 
linéaire d'un nombre quelconque d'équations. 

Un t d syslome peut, comme on sait^ se ramener toujours à une forme 
dans laquelle toutes les équations sont du premier ordre. De plus, si les 
multiplicités .v ==- const. ne sont pas des caractéristiques, ces équations 
sont résolubles par rapport aux dérivées relatives à x^ de sorte cju'elles ont 
la forme 

n n . 

les qur.ntités Aj/,, Bu^ étant des fonctions analytiques et holomorphes de x 



(^) Ofversigt af Kongl. VetensJiaj)s-Akad. Fôrhandl, 9 janvier 1901, p. 91-103. 
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et de y. Si la ligne donnée L (sur laquelle z.^, ^3, ... z^ doivent s'annuler) 
n'est pas tangente à une caractéristique au point aux environs duquel 
nous nous proposons d'étudier le système des fonctions z, on peut admettre 
que Taxe des tj est la tangente en ce point, les équations conservant la 
forme précédente. 

On peut, de plus toujours exclure, par une transformation évidente, le 
cas où il y aurait inflexion en et admettre par conséquent, que notre 
ligne tourne sa convexilé d'un côté déterminé de l'axe des y. Le choix de 
ce côté est même à notre disposition. Supposons, pour fixer les idées, que 
nous avons choisi celui des x positifs, ou côté droit. 

Le système adjoint de (1) est 

k k 

ou 

k k 

(3) p,,=-B,,-^\ 

Il donne lieu, avec le système donné, à l'identité 

/ / 1 2 [^^^ ^^ (^) "^ ^'^'' (^^) ] 1 ^"^ ^y 
= I /^ ^i ^i ^^ "~ 2 ^'^ ^' ^^ ^^\ 

J \ i ik / 



(4) 



où l'intégrale double est étendue à une aire quelconque du plan des œy et 
l'intégrale simple au contour de cette aire. 

Les fonctions P seront, comme les A et les B, analytiques et holomorphes, 
par conséquent développables en séries de Taylor ordonnées suivant les 
puissances àe x — Xq, y — ?/o, en désignant par x^^ y^ les coordonnées 
d'un point quelconque voisin de 0. De plus, les rayons de convergence 
associés (^) de ces développements ne descendront pas au-dessous l'une certaine 
limite fixe lorsque le point, (Xq, y^ variera dans lé voisinage de (). Comme 



(1) Voir BoREL, — Leçons sur les séries à termes positifs^ p. 86. 
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Ips fonctions correspondantes restent finies, l'un quelconque des développe- 
ments en question admettra une série majorante de la forme 

(5) '' 



M, r, r' étant indépendants de x^, y^. 

Dans ces conditions si, sur la droites: = œ^, nous nous donnons des va- 
leurs dest^, soit iii = f^ (ij)^ ces valeurs étant analytiques et holomorphes et 
leurs développements suivant les puissances de z/ — y^ admettant la série 
majorante commune 

(6) — h^' 

K 

(P, R constants) les raisonnements classiques relatifs aux équations aux 
dérivées partielles nous apprennent (^) l'existence d'une solution holo- 
raorphe du système (2) prenant sur la droite x ■=^ œ^ les valeurs données. 
De plus, les développements des fonctions u ainsi obtenues convergent 
pour 

[œ — œ,) < p, {y — y,) < ^' 

p, p^ dépendant de M, r, /, R, mais non de P : on peut, en effet, donner à 
cette dernière quantité une valeur arbitraire en multipliant les valeurs /i(z/) 
par un même facteur, lequel se retrouvera dans les valeurs des inconnues 
et ne modifiera pas les rayons de convergence de leurs développements : p, p' 
sont, par exemple, supérieurs aux valeurs qu'ils prendraient si Ton rempla- 
çait tous les kiji, ^iu par la fonction (5) et tous les fi par la fonction 

i 



1 __ y — y^ 

R 

(cas où ces valeurs pourraient être aisément écrites, les u s'obtenanl alors 
par intégration directe). 

Choisissons arbitrairement R, ce qui nous permettra de calculer p, p' 
puisque M, r, r' ^ sont connus. Donnons enfin à x^ une valeur inférieure en 
valeur absolue à p et telle que la droite x = x^^ intercepte sur notre ligne 



(1) Jordan. — Cours d^ Analyse, t. III, chap. III. — Goursat, Leçons sur Vintégra- 
tion des opérations dérivées partielles du premier ordre, p. 2-8. 
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Fiff. 24 



un arc PP^ {flg, 24) entièrement situé dans le domaine où les considéra- 
tions précédentes sont valables. 

Supposons maintenant que le système (1) admette une solution telle que 
tous les z soient nuls sur Tare, cette solution étant définie dans le voisinage 
de cet arc et en particulier dans toute la région 
comprise entre cet arc et sa corde. Nous appli- 
querons la formule (4) au contour de Taire ainsi 
définie en prenant pour les z les fonctions dont 
nous venons de supposer l'existence. 

Quant aux ic, ils seront définis de la façon 
suivante : soit ¥i{y) la série des valeurs prises 
par Zi le long du segment de droite. Nous ^ 
pourrons trouver (pour chaque valeur de i) un 
polynoQie fi[y) qui ait, avec F^, une différence 
cpi(?/) partout inférieure en valeur absolue à un 
nombre £ aussi petit que nous le voulons. 

Nous prendrons pour les t/Ja solution du sys- 
tème adjoint telle que iCi se réduise sur la droite 
^:fi(y)' Les polynômes /i pouvant évidemment 
toujours être regardés comme admettant des majorantes de la forme (6) les 
Ui existeront et seront holomorphes dans toute notre aire d'intégration. 

Dans le second membre de (4), l'intégrale relative à l'arc PP' sera nulle, 
puisque tous les z s'annulent le long de cet arc. Sur la corde de PP', dx 
étant nul, l'élément d'intégration se réduit à 

/ [2^Fi(?y)^]^^;H, le 

des Fi ; Z, la longueur PP' : il est clair que l'intégrale considérée différera 
de I d'une quantité inférieure à mllL Elle ne pourra donc être nulle si 
l'on a 

' - nïir 

Comme £ est arbitrairement petit, on pourra toujours supposer cette iné- 
galité vérifiée, et la formule conduira par conséquent à une contradiction 



Soient I l'intégrale 



maximum du module 
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dès que l'on n'aura pas T = 0, c'esl-à-dire dès que les F ne seront pas tous 
identiquement nuls. Il faudra donc bien que l'on ait partout du nioins h 
droite de L 

car Tabscisse x^^ est arbitraire sous la condition x^ << p. 

Pour établir la même conclusion pour les points situés à gauche de L, il 
suffira de modifier, par un changement de variables, le sens de la convexité 
de cette ligne. 

Le raisonnement précédent se généralise de lui-même au cas d'un nombre 
quelconque de variables indépendantes. S'il y en a trois, par exemple, les 
données de Gauchy seront relatives à une surface à laquelle il suffira de 
donner (par un changement de variables) des courbures de même signe et 
différentes de 0. 

On peut, d'autre part, ramener le cas d'une équation quelconque à celui 
d'une équation linéaire au moyen du lemme suivant : 

Soit F {x^y x^y ... , 0Giv) une fonction qui admet dans un certain domaine 
des dérivées 'partielles continues jusqu'à un certain ordre 'p. Si y^, ij^, ... 
y m dèsigne7it une nouvelle série de variables en même nombre que les 
'premières, la différence 

^ Kpi 1 y^i ' *' p y^n) ' -T ^X^ , ^2 ) • = • ? ^m) 

peut se mettre sous la formé 

iVi — ^l)?l + (2/2 — ^2) ?2 -1- ••• -H- {y,n — X,n) Cp,n 

où cpi, cp2, ... , o,n désignent des fonctions de x\, x.^, ..., x,n, y^, y 2) •.. ? y m 
continues ainsi par leurs dérivées jusqu'à V ordre p — 1 . 

Pour démontrer cette proposition, on commencera par supposer m ==== i : 
on verra sans difficulté que, pour F continu ainsi que ses p premières 
dérivées, la fonction 

yi — ^1 

est continue ainsi que ses dérivées partielles, par rapport à a?^ et à 1/^, jusqu'à 
l'ordre p — i. 



Hosted by 



Google 



SUR LE PROBLÈME DE GA.UGHY ET LES CARACTERISTIQUES 353 

Pour passer delà au cas général, il suffira d'appliquer la conclusion ainsi 
obtenue à chacun des termes de la somme. 

[F(2/i, 00^, a?3, ..., x,n) — F(.a7,, .r^, x^, ..., a?,,^] 
■+- L-^(?/i' ?/2' ^31 •••' ^m)— F)i/,, 0^2, ^3. --^ -^"O] + ••• 

Si d'ailleurs F est analytique, il sera de même de cp^, o^, ..., 'f,n. 

Pour œ^ ==r ^yJ, x^-=z y^^ ..., a?,,^ = î/,n, ces fonctions ont évidemment les 
valeurs 

(7) ^^""L; (;==!, 2, ...,m). 

Gela posé, soient 

(8) ^(^) == F (^, y, z, p, q, r, s,t)^0 

une équation aux dérivées partielles du second ordre définissant z comme 
fonction de ^ et de 2/ ; ^ et s:' = ^ -H ic deux intégrales de cette équation, 
lesquelles coïncident ainsi que leurs dérivées tout le long d'une certaine 
ligne L. On aura 

^^{z -{- u) = ^(z) = 0. 
Mais d'après le lemme précédent, la relation 



\ '^' ' x- 007 ^ ô?/ ôx'" ()x^y htj- 

— F{œ, y, z, p, q, r, 5, = 

pourra se mettre sous la forme 



ô^^ ô^ô^/ i)y^ ^CG hy 



(9) « w2 + 2& -— + c -v + 2rf - + 2e - + A« = 0, 



a, ^, ..., / étant des fonctions continues et dérivables de x^ y de z, %i et de 
leurs dérivées : c'est-à-dire (si ^ et t^ sont eux-mêmes supposés dérivables 
jusqu'à un certain ordre) des fonctions continues et dérivables de x et dei/. 
Tout revient donc à savoir si cette équation linéaire en u peut admettre 
une intégrale nulle ainsi que ses dérivées premières et secondes tout le long 
d'une ligne déterminée L sans être identiquement nulle -— ou, du moins, 
sans être nulle dans toute une région avoisinant L. 

Hadamard 23 
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Remarquons qu'en tout point où u est nul ainsi que ses dérivées pre- 
mières et secondes, on a, d'après les relations (7), 



(10) a — — , 26 = — , c ==='-• 

^ ^ hr ^s U 



; 



de sorte qu'en un tel point, les caractéristiques de l'équation (9) sont tan- 
gentes à celles de la proposée. 

La question serait dès lors résolue^ par la démonstration de M. Holmgren, 
si l'équation (9) était à coefficients analytiques. Mais nous ne devons pas 
admettre qu'il en soit ainsi, même si F est elle-même analytique. Nous 
devons, en effet, comme nous l'avons dit en commençant, supposer que 
les intégrales z et z' ne possèdent pas cette propriété, laquelle ne saurait 
dès lors appartenir aux coefficients a, h^ c^ ... . 

Il serait donc nécessaire d'étendre le raisonnement de M. Holmgren aux 
équalions linéaires non analytiques. Cette extension n'est faite jusqu'ici que 
dans un cas : celui où les caractéristiques de l'équation (9) — et, par con- 
séquent, celles de l'équation donnée — sont réelles et distinctes. Dans ce 
cas, en effet, les raisonnements du n° i'74 s'appliquenl, la fonction de 
Riemai\n pouvant toujours être formée par la méthode des approximations 
successives (^). Notre conclusion est donc alors démontrée. 



{•) PiG.VRD, in Darboux, Leçons sur la théorie d^s surfaces, lome IV. 
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SUR LES GLISSEMENTS DANS LES FLUIDES 



Nous avons vu, au chap. V, que, outre les ondes (lesquelles n'existent 
que dans les fluides compressibles) les fluides quelconques, compressibles 
ou non, peuvent présenter des discontinuités stationnaires. On sait d'ail- 
leurs que celles-ci peuvent être absolues, c'est-à-dire que deux portions du 
fluide peuvent glisser Tune sur l'autre à la façon de deux corps différents. 

Depuis Helmholtz, qui, le premier, a attiré l'attention sur cette catégorie 
de mouvements (^), ceux-ci jouent un rôle important dans plusieurs 
tbéorîes hydrodynamiques ; leur existence est invoquée pour expliquer 
diverses circonstances paradoxales, tels que l'écoulement des liquides en 
présence de parois anguleuses^, ou encore le résultat connu sous le nom de 
paradoxe de d'Alembert (absence de résistance opposée par un liquide à 
un solide symétrique par rapport à un plan perpendiculaire à la direction 
du mouvement). 

De telles explications souffrent toutefois une objection commune à 
laquelle nous avons déjà faitallusion dans le texte (ch. Y). Les glissements 
dont nous venons de parler sont, en effet, possibles, en ce sens que rien (en 
l'absence de viscosité) ne s'oppose à leur persistaiice, une fois qu'ils se sont 
produits entre deux régions quelconques du fluide ; mais nous allons voir 
que leur naissance est impossible, du moins dans les conditions où se 
place l'Hydrodynamique rationnelle. 

Si même, sur une surface de glissement, la vitesse de glissement est 



(1) Monatsber, der Berh Ac, der Wissênâch.i 23 avril 1S68. 
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nulle en un point déterminé à l'instaat t^^ elle restera nulle entre les 
oièraes molécules à tout insiant ultérieur. 

Il est toutefois essentiel de tenir compte de la restriction que nous avons 
apportée à notre énoncé il y a un instant. On rencontre, en eiïet, dans 
Tétude des fluides naturels, des cas qui échappent au raisonnement que 
nous allons présenter, comme à tous ceux qui reposent sur les équations 
classiques de l'hydrodynamique telles que nous les avons écrites dans le 
texte (ch. III et V) et où, par conséquent, rien n'exclut plus la production 
de discontinuités absolues au cours du mouvement. 

Tels sont ceux dans lesquels, la pression s'annulant, des cavités se creu- 
sent momentanément dans la masse fluide considérée. Ces cavités se 
referment en général par des remous dans lesquels les molécules apparte- 
nant à des régions différentes se mélangent entre elles, de sorte qu'il devient 
impossible d'admettre en aucun point l'hypothèse de continuité du n° 45. 

Ce que nous allons prouver est donc simplement qu'une telle singularité 
(ou toute autre analogue, pourvu que les hypothèses qui servent de base à 
l'hydrodynamique rationnelle cessent d'être vérifiées (^) ) sont nécessaires 
pour qu'un glissement se produise dans une période quelconque du mou- 
vement, s'il n'en existait pas avant cette période. 

La démonstration repose sur ce fait, constaté au n*" S^44, que (moyen- 
nant les hypothèses fondamentales en question) à chaque instant d'un 
glissement relatif, le saut d'accélération est normal à la surface S, le long 
de laquelle la ditcontinuité a lieu. 

Proposons-nous de former les équations différentielles qui expriment cette 
condition. 

Reprenant les mêmes notations qu'au n° ^49, nous désignerons 
par $, 'ri des coordonnées curvilignes prises sur S, considérée dans son état 
initial Sq. Les coordonnées cartésiennes x, ?/, z d'une molécule de '^appar- 
tenant à la région 1 seront des fonctions de ;, */] et du temps t : 

( x^ûo{l, r^, t), 
( z =: zil-n, t). 



(ij Les équations générales de l'Hydrodynamique sont également modifiées dans le 
cas du frottement ; mais celui-ci ne paraît pas pouvoir être invoqué pour expliquer 
la naissance des glissements, car il a pour efïet, au contraire, de détruire ceux qui 
pourraient exister initialement. 
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SS'ï 



Il en sera de même des coordonnées x^ y' z' d'une molécule de S appar- 
tenant à la région 2 ; mais les expressions seront différenles dans les deux 
cas. Puisqu'il y a glissement le long de S, la molécule de la région 1 qui 
avait, dans l'état initial, les coordonnées curvilignes l, '^ coïncidera, à l'ins- 
tant t, celle de la région 2 qui avait, dans l'état initial, les coordonnées^', y/ 
(en général différentes des premières). Si ^' et n' sont donnés, ç et yj seront 
des fonctions de t, qu'il suffira de substituer dans les équations (1) pour 
avoir le mouvement de la molécule (a*', y\ z'). 

Ce sont ces fonctions que nous avons à étudier. 

L'accélération de la molécule {po, y, z) s'obtiendra en différentiant deux 
fois les formules (1) par rapport à ^, sans faire varier^ et y] ; elle aura pour 
composantes 



^""x 
W 









L'accélération de la molécule [x' , ^/^ z') s'obtiendra en substituant^ au 
contraire, i \, 'q^ leurs valeurs en fonclion de t ; elle aura pour compo- 
santes 



d'x' 

dt' 




bec d^'k bx dS 

~^ Vç dï^ ~^ b-q cW 


b'x fdiy ^ b'^œ d\ dy b'x Idr^^ 
^ bl' \dt) " 5?ôY] dt dt ~^ W \clt) 
r, b'œ di çy b'x dr, 
^ " b'^dt dt ^ '' bydt dt ' 


d'y' 
dP 




by d'^ m d\ 
"^ si 5? ~^ ô^ dt' 


bhj /d'çy ^ bSj dl d'c, bhj [dr^Y 

■^ b'ç' Vdt) ~^ " ôTôYi dt dt "^ w \citj 

'' i)iu dt b-r) dt dt 


d'-z' 


b^Z 


bz d'I bz d\ 
"^ b\ dC- ^ br, dt' 


b'z (d^y ., ôv d', d'c, b^z (d-nv 

~^ 0^2 \dtj "^ " ô'^Sy] dt dt ~^ W \dtj 

^ h'z dl ^ -b'z^ dri^ 

b^U dt h-r^dt dt 



Il suffira de faire passer dans les premiers membres les termes 

--? -4' pour obtenir, aux seconds membres, les compoàanles du saut 

àt^ W W ^ ^ 

d'accélération. Nous écrirons que le segment ainsi obtenu est normal à S 
en écrivant qu'il est perpendiculaire aux deux directions 



bX by ^ dZ\ (hX ^ 5?/^ bZ 



^i 



by bz \ 



ÔY] ÔY] b'f] 
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Ceci donne les deux relations 



/ €^ V 



(2) 



d^ 
dl}' 






hX X)X 



\ 



cVc, dr^ 

3^ dt ' 

d\ 

dt 






2 






d^^ 
dt) 



\ -^ ('bx 'b^-'x \ 

"t ' 2u \ôf' i\û) 



d'f\ 
dt 



d^ri ^ 

2' • Zd 



dt 



^xV 
m) 



d^ d-ï] 



-+- 



dt dt ' Zd 
d\ ^ /'àx ô^ 
d't ' 2a \ô^ ^i 



d\ 
dt 

^x ^^x 

^x 



^x ô^i;' 
^x 



^_ 2 - 



■ I 






0, 



Ô^.T 



o?7] ■"%:^ /ôj; 'b^x 







où les signes 2 signifient qu'il faut remplacer, dans les dérivées partielles, 
X par ]j, puis par ;^ et ajouter les trois expressions ainsi obtenues. 
Nous voyons s'introduire ici les coefficients 



(S) 



•^ = 2(ï). ^=2(ÏS. = 1 






de l'élément linéaire 



Ec^r- -f-2FdU-^^ + ^drl 



de la surface S à l'instant considéré : ce sont eux qui figurent comme coeffi- 
cients des dérivées secondes de \ et r^, dans les équations précédentes. 
D'autre part, leurs dérivées partielles permettent d'exprimer les coeffi- 



cients de 



dt 



ç. d\ dr\ (dr\V- 



^ ^X h^X \ ôE 

Ij'^W ""2 ôf' 


^ ô.r h^x __ 1 ôE ^ ^x b^x __ ôF 


^ ()x ^^x ^F 


1 ôE ^ ^x ^^x 1 bG ^ ^x h^x 

2 ÔT] ' Zà &fl h^&l] 2 5ç ^ 07] 07^'-^ 



1 ôG 



1 ôG 



Elles permettent également d'exprimer deux des coefficients de -y-' ~^ : 

Oj V CIL 

d'^ ' ' 

celui de ~j dans la première équation : 



" 2d 'il ôi 






ôE 
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do 
et celui de-r dans la seconde 
dt 









Mais il n\^n est pas de même des deux coefficients restants 

Leur somme seule peut se calculer à l'aide des coefficients (3) : elle est 

égale a--. 

Il était d'ailleurs évident a priori que, dans les équations (2), devait 
s'introduire un élément distinct de la forme de la surface S. En effet, le 
mouvement d'une molécule (x\ y\ ^') peut cire considéré comme résuKant 
du mouvement de la surface S prise dans la région 1 (c'est-à-dire celui des 
molécules (x, y, z) ) et du mouvement de (x', ;//', z^) par rapport à[(.T, y, z) : 
le premier de ces mouvements pouvant être regardé comme un mouvement 
d'entraînement et le second comme un mouvement relatif. Or on sait que, 
dans la théorie des mouvements relatifs, les accélérations ne se composent 
pas linéairement comme les vitesses : si, par exemple, le mouvement d'en- 
traînement était celui d'un système invariable, on aurait à tenir compte de 
l'accélération complémentaire de Corioîis, laquelle dépend de la rotation 
instantanée de ce système. On doit donc s'attendre à l'intervention d'une 
rotation de cette espèce dans la question actuelle, et même le théorème de 
Corioîis auquel nous venons de faire allusion nous indique la partie de 
cette rotation qui jouera vraisemblablement un rôle. Si, en elTet, la rota- 
tion en question était tangente à S, comme il en est de même de la vitesse 
relative, le théorème de Corioîis (en le supposant applicable) donnerait une 
accélération complémentaire normale. Comme l'évanouissement des com- 
posantes tangejitielles du saut d'accélération nous intéresse seul, nous 
ne devons avoir à utiliser que la composante normale de la rotation. 

Il est aisé de voir que les choses se passent efTectivement ainsi : il suffit 
de décomposer le mouvement de S en une déformation pure et une rota- 
tion, comme nous l'avons fait aux n°^ 51 et 02. 11 est vrai qu'au lieu 
d'une déformation de l'espace, nous n'avons ici que la déformation d'une 
surface ; mais, pour ramener ce dernier cas au premier, il suffit d'imaginer 
que la surface S entraîne avec elles ses normales, chacune de celles-ci se 
déplaçant comme une droite invariable. On pourra alors écrire, en dési- 
gnant par le symbole d les différentielles qui correspondent à des déplace- 
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ments clans l'espace à l'instant considéré; ^Sivu,v\î0, les composantes de la 
vitesse du point (ce, y, %) et par cp une forme quadratique en dx, dy^ dZy 
écrire les équations du n° 0!^ sous la forme 



7 1 ÔCP , 


— r(iy, 


dv r:r= ^ — -/-- -i- rdx - 
2 V^dy) 


— ipdz. 




— gc/o;, 




C) 

W = : 
t 



et, par conséquent, en prenant dx^ dy, c?^ proportionnels successivement à 



^.r uj bz 



^x ày ^z 

ÔTi ÔT, ôr. 






^-x 



ôy ô^?/ 1 



ÔC£) 






5'^ 
ôfô7 



ôcp 












^l 






ô? 



5^ 






e! le^ équations analogues où ^ est remplacé par y). 

Multiplions maintenant les trois premières de ces équations respective- 

, AT ^y (>^ 1 ^ • ^ .> ^x ()i/ ^z ^ . . , 

ment par —, ~, — ; les trois dernières par ->- , -^ , ->r et retranclions la 

* 5t, ÔTj ÔTj ' ^ 5^ ' ô? ' ô? 

somme des trois derniers produits de la somme des trois premiers. Les 
termes qui dépendent des dérivées de o s'élimineront et il restera 



hx h'^X 



y 



hX h^X 



— 9 



p 


1 


r 






5^ 

il 


dx 


û?/ 


^z 


ÔT, 


ÔT| 5-lQ 



2 R \/EG"— r- 



en désignant par R la composante normale de la rotalion (p, q, r). 
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SUR LES GLISSEMENTS DANS LES FLUIDES 361 

Donc enfin, les équations (2) s'écrivent 

F ^'^ -4- F ^ -u L r^^ f^Y 9 ^? Û ^ /9 ^I _ ^-^\ /^^AH 

dt' "^ ^ c^^^ "^ 2 [ô? [dtj "^ " ôï)" c^^ dt ~^ r ^-n ^0 Ut) J 



^5 5^ _u /'^ _ 9 R ^ ^!) — 






ôF , c, n \ ^^ . ^G d^i 



(5) 



_L 2 R — -4- -- — — 
ô^ ^ ""^J dt ^ U dt " ' 

Lorsque la surface S est Gxe ainsi que les molécules de la région 1 situées 
sur cette surface, les deux équations que nous venons d'obtenir se réduisent 
à celles qui définissent le mouvement d'un point sur S, en l'absence de 
force accélératrice; ce qui élait évident a j^rzori, puisque ces dernières s'ob- 
tiennent en exprimant que Taccélération est normale. 

Dans tous les cas, si le mouvement du milieu 1 est donné, celui des 
molécules x\ i/', z' est déterminé par les équations (5) lesquelles sont de la 
môme forme que les équations de la dynamique à deux degrés de liberté, 
en ce sens que les dérivées secondes de ? et de rj sont exprimées par des 
polynômes du second degré par rapport aux dérivées premières (^). 

D'autre part, les équations (5) étant toujours résolubles par rapport à 
ces dérivées secondes (puisque EG — F^ est toujours positif) et admettant 
la solution ? = const., i] = const., il résulte des théorèmes généraux 
relatifs aux équations différentielles que ^ et T^ sont forcément constants 
si, à un instant déterminé quelconque t^ leurs dérivées sont nulles^ c'est- 
à-dire siy à cet instant^ il ny a ipointde saut de vitesse^ 

Ceci pourra d'ailleurs avoir lieu en tous les points de la surlace S — et alors 
celle-ci ne sera pas une discontinuité absolue — ; ou seulement en certains 
points de cette surface, et alurs les molécules de la région 1 situées en ces 
points cuïncideroni, dans toute la suite du mouvement, avec les molécules 
correspondantes de la région 2. 



(1) Si l'on substituait à l'une des portions du fluide une paroi solide animée du 
même mouvement, le mouvement des molécules de la partie fluide ne serait pas 
changé. Il n'en résulte pas, bien entendu, que les équations (5) soient applicables au 
mouvement superficiel d'un fluide limité par une paroi quelconque. Il n'en est ainsi 
que dans le cas où le mouvement de cette paroi est celui qu'elle prendrait d'elle- 
même si on la supposait fluide, de même nature que le milieu qui la touche et 
soumise aux pressions de oe milieu, 
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NOTE III 



SUR LES TOURBILLONS PRODUITS PAR LES ONDES DE CHOi: 



Nous avons établi aux n^^ ^o4-^oo que la présence de discontinuités du 
second ordre ne mettait pas en défaulles théorèmes classiques de l'hydro- 
dynamique relatifs à la conservation du potentiel des vitesses ou des tour- 
billons. Nous allons nous proposer de rechercher l'effet produit à cet égard 
lorsque la discontinuité qui se ])ropage est du premier ordre. Nous emploie- 



rons à cet effet l'intégrale 



iiclv 4- vdij -h tvdz 



ou circiilaiion, prise le long d'un contour fermé C. 

Ce contour étant de forme entièrement arbitraire, nous pouvons supposer 
pour simplifier que pendant les 
instants où il traverse la surface 
d'onde, il n'est jamais rencontré 
par elle qu'en deux points. 

Soient alors A, B les deux points ^ 
de rencontre à un instant déter- 
miné t. Prenons pour état initial 
l'état de la région l à cet instant ; 
soient encore A' B' les positions 
initiales des points de rencontre à 
l'instant t -f- clt : ces points seront 
déterminés par la nouvelle surface d'onde S^^, située à une distance ^dl 
de la première S^. 




2 



Fio 



2n 
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SUR LES TOURBILLONS PRODUITS PAR LES ONDES DE CHOC 363 

Pour évaluer de combien avarié la circulation pendant l'intervalle de 
temps dt, nous considérerons séparément : 

1° Les'cleuK arcs B2V, A'B^ [fg. 25) dont le premier appartient, pendant 
tout l'intervalle de temps considéré, à la région 1, le second à la région 2 ; 

2^ Les deux petits arcs AA^, B'B qui passent d'un étal à Tautre pendant 
le temps dt ; 

Plaçons-nous dans le cas le plus simple, celui où l'on ne tient pas compte 
de l'objection d'Hugoniot et où, par conséquent, la pression et la densité 
sont liées par la loi de Poisson ou, plus généralement, par une relation 
ayant la forme (13) du n° 131. 

La variation relative à l'arc BA est donnée par les considérations clas- 
siques qui servent à établir le théorème des tourbillons (^). Elle est égale au 
produit de dt par la difîérence des valeurs que prend, aux points A et B, 
la quantité 



i^ 1 P 



f^ 



dp 



où Y est toujours le potentiel des forces pondérales et où le dernier terme, 
que nous désignerons par — P, est comme on sait, dans nos hypothèses 
actuelles, une fonction de p. 

De même la variation de l'intégrale prise suivant l'arc A'B^est le produit 
de dt par la différence des valeurs que prend la quantité Q aux points B' 
et A^ 

La somme de ces deux termes donne (en supposant le contour parcouru 
dans le sens A'B'BA) 

'2) dl (Q, - Q, + Q3, - Uv) = dt [Q, - 0,, - (0, - Q,0 ] 

OÙ, dans chacune des différences Q^ — Q^^, Q^, — 0^^-, on peut faire abs- 
traction du terme Y, qui est continu au passage de Tonde. 

Occupons-nous maintenant de la partie relative à l'arc AA'. Soient x^^ y^, 
z\^ iiy^ v^, w^^ les coordonnés et les composantes de la vitesse d'un point de 
cet arc dans l'état 1 ; a?^, ]j^, z^^ u^, '^2/'^^' 2? los mêmes quantités considérées 
dans l'état 2 : on aura, 

( u^ = 11^ — XO 

(3) K^ ::^ ^^ __ p.6 

( 10^ z=:z ÎO^ •— vO 

(1) KiRGMHOFF, Mécanique, 15^ leçon. 
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364 NOTE 111 



et, d 


après 


les 


formules 


(9) du n^ 


'55, 
















f dx^ - 


= dx^^ 


-h 


X [idx.^ 


+ 


Hy. 


4- 


^idz,) 


(4) 






] (^h/2 '- 


^dij, 


-+- 


[JL [cLdxi 


+ 


MVi 


H- 


idz,) 








[dz,-- 


— dz^ 


4- 


V {^dx^ 


+ 


^Jyi 


+ 


^dz,) 



en désignant toujours par X, \i, v, les conrjposantes de la disconlinuilé et 
la vitesse de propagation rapportées à l'état initial (c'est-à-dire à l'état de la 
région 1) et par a, p, 7 les cosinus directeurs de la normale à l'onde. 

Il vient donc, en multipliant respectivement les quantités (3) par les 
quantités (4) 

Wg dx^ H- v^ dy.^ + wdz^ = Uidxi -\~ v^ dy^ -\- iv^ dz ^ — Q^dx^ + i^dy^ -4- vdz^ 

~\- Q^Ki -}- [J-v.^ 4- nv.^) (adx^ 4- ^dy^ 4- "(dz^) 
— (X^ -f- jjl2 _|_ v2)G (adXi 4- ?d(j^ 4- ^{dz^). 

dt étant considéré comme un infiniment petit, les intégrales prises suivant 
Parc AA', par exemple, se réduiront aux différentielles correspondantes. 
La différenlielle cidx^ 4- \>dy^ 4- Y6i?^i, projection normale de l'arc AA', ne 
sera autre que 60?^, distance des deux surfaces d'ondes dans l'état inilial. 
L'expression Xdx^ 4- \J-dy^ 4- vdz^^ se ramènera à la précédente si nous 
remplaçons X, {jl^ v par leurs valeurs /a, l^, l^{ (où. l est la grandeur de la 
discontinuité) : elle sera égale à l^dt, pendant que \ici 4- \j,v^ 4- viOi 
représentera Iv^n (où v^^ désigne, comme au n° 103, la composante 
normale de la vitesse dans l'état 1). La variation de l'intégrale relative à 
A.V sera donc 

Ui dx^ 4- v^ dy^ 4- 10^ dz^ — {u^ dx^ 4- v^ dy^ 4- lo^ dz^ 
=^ ^Ô I (^ 4- l) — v^n \ dt, 

si nous supposons, pour Oxer les idées, que la propagation a lieu, de la 
région l vers la région 2 et que, par conséquent, les molécules atteintes 
par l'onde passent de l'élat 2 à l'état 1. 

L'intégrale relative à BB' aura une expression tout analogue, mais prise 
en signe contraire. 

Mais dans l'expression (2), nous pouvons aussi évaluer la différence des 

valeurs de ^ — aux points A et A^ (ou aux pointsB etB') à Taide 

des formules (3). H viendra ainsi, comme au n° S57, 



•] 
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La variation totale de la circiilafion, c'est-à-dire la somme des expres- 
sions (2) et (5), sera dès lors égale au produit de dt par la quantité 

(6) P, - P, + l^' (2 + ^ 

relative au point A, diminuée de la quantité analogue relative au point B. 
Utilisons maintenant les formules 

P2 

du n^ ^56. La quantité (6) devient 

(7) n = P, - P, - V^-^-Pj (i + _i)- 

Il est clair, dans ces conditions, qu'une fois le contour G complètement 
passé dans la région 1, la circulation suivant le contour aura augmenté de 
l'intégrale curviligne 

(8) / lldt, 

dans laquelle t représente l'instant où un point quelconque du contour 
aura traversé l'onde, la quantité n correspondante étant calculée au mo- 
ment de ce passage. 

Supposons le contour G très petit et très voisin d'un point déterminé 
de la surface S. Rapportons-le à trois axes rectangulaires Oç, Or^, OÇ dont 
les deux premiers soient tangents à S en 0, le troisième normal et dirigé 
vers la région 2. t sera alors une fonction de ?, tj, ^, et il en ?,era de même 
de n. L'intégrale (8) pourra s'écrire 

(9) /«GH^-^-^-^'^V-.S^C 

On sait que, pour obtenir les composantes du tourbillon, il suffit d'appli- 
quer à la circulation le long d'un contour fermé le théorème de Stokes, de 
manière à la mettre sous la forme 




(10) / / [p cos (n, l) -4- q cos (n, '-q) -1- r cos (n, Q] dl 
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366 NOTE III 

(où s est une surface quelconque menée par le contour et limitée à ce con- 
tour, et où n est la normale en un point quelconque de S) : les quantités 
p, g, r sont alors les composantes cherchées. On aura donc les composantes 
p, q, r du tourbillon additionnel produit par le passage de l'onde en fai- 
sant ce même calcul sur Pinlée-rale (9) : il vient ainsi 



'"&' 






_D(rj, 
__ D(n, /) 



r = 



T){i, ^) 



Si^ enfin, nous tenons compte de ce que le contour est inOniment voisin 

de l'origine, nous devrons faire -- = --=: (puisque les axes des ç et 

^t 1 
des V] sont langents à S) et -y = j- : d'où enfin les formules cherchées 

/ 1 m 

(11) }__ 1 ûH 

^ et vj peuvent être considérés comme des coordonnées curvilignes sur la 
surface S, dont un point quelconque, voisin de 0, peut être substitué à sa 
projection sur le plan langent en 0. Les valeurs de p et de q dépendent 
alors uniquement de la distribution des valeurs de II sur S : Il résulte des 
formules (11) quhme onde de choc crée toujours des iourhiVons par son 
"passage si la quantité II nest pas co7istanle sur Vo7ide ci cliaqiie instant. 

Il est d'ailleurs clair que, sur une onde prise au hasard, n ne sera pas 
constant^ à moins que la relation entre la pression et la densité ne soittslle 
que cette quantité soit identiquement nulle. xVIais c'est ce qui n'aurait lieu, 
ainsi qu'il est facile de s*en assurer^ que dans le cas, dont nous avons parlé 

1 

au n° 144, où - serait une fonction linéaire de p. 

P 

Nous avons adriiis, dans ce qui précède, l'exactitude de la loi de Poisson. 
Si l'on se plaçait au point de vue d'Hugoniot, la question perdrait de son 
intérêt, parce que les tourbillons, après avoir été modifiés au moment du 
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SUR LES TOURBILLONS PRODUITS PAR LES ONDES DE CHOC 367 

passage de l'onde, conliniieraient às'altérer dans le mouvement continu 
qui suivrait. La quantité k qui figure dans la relation 

... . cl,ï) 

devenant, en eiïet, variable après la discontinuité, la quantité --- cesserait 

d'être une différentielle exacte et la théorie générale des tourbillons d'ètrj 
applicable. 

Il est d'ailleurs aisé de calculer, même dans ce cas, la variation instan- 
tanée du tourbillon. 11 faut toutefois observer qu'à cette variation instantanée 
viendra s'en joindre une autre continue. Si donc nous considérons, comme 
tout à l'heure, notre contour G qui met, à traverser Tonde, un certain 
temps 1 (d'ailleurs très pelit en môme temps que les dimensions de G), la 
variation qui se sera produite, pendant le temps t, dans la circulation le 
long de G, sera l'effet combiné des deux causes dont nous venons de parler, 
et non celui de la seule variation instantanée. 

Mais il est aisé de discerner le terme provenant de cette dernière de celui 
qui est dû à la variation continue. Ce dernier est, en effet, de l'ordre de 2t, 
où 2 est une aire limitée au contour G : il sera donc infiniment petit par 
rapport à la variation instantanée, qui est de l'ordre de 2. 

Dans l'expression EIa — Hb, qui nous fournissait tout à l'heure, au fac- 
teur dt près, la variation élémentaire de circulation, une seule catégorie 
de termes devra être modifiée ; ce sont les termes en P. Leur ensemble 
(Pg — Pi)a — (Pg — 1^i)b devra évidemment être remplacé par la différence 

des valeurs que Ton obtient pour l'intégrale / -- lorsqu'on la prend de B 

en A sur la partie du contour G située dans l'état 1 ou sur la partie située 
dans l'état 2. 

Soit menée la surface S limitée au contour G, et que nous supposerons, 
pour fixer les idées, constamment composée des mêmes molécules. Soit cr la 
ligne B A suivant laquelle 2 coupe la surface d'onde S au temps t. Nous 
remplacerons la différence des deux intégrales dont nous venons de parler 
par l'expression 




(12) 

En opérant ainsi, nous altérerons la différence en question d'une quan- 
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lité de l'ordre de S : celle (juanlité, dans l'intégrale prise par rapport à t 
dans rintervalle de temps t, donnera un résultat de l'ordre de St, lequel 
devra être négligé d'après ce qui a été dit plus haut. 

Soit s un paramètre correspondant à un point variable sur a et croissant 
de B en A, par exemple Tare de a compté à partir du point B. Nous pour- 
rons prendre comme coordonnées curvilignes sur S, l'instant t où une 
molécule quelconque de cette surface est a'teinte par l'onde et la valeur des 
déterminant la position de cette molécule sur la ligne cr correspondante. 
D'après l'hypothèse faite sur la position du plan des çiq, on aura sensible- 
ment 

(13) L-«' :!=«' 

et cela en tout point de E et à tout instant t^ postérieur, mais d'une quan, 
tité suffisamment petite, à l'intervalle de temps -z (et où, par conséquent- 
l'aire S, complètement située dans la région 1, sera infiniment voisine de 
l'onde). 

D'autre part^ ^intégrale de la quantité (12), prise par rapport à t est 
évidemment 



04) / / {l'!i~^'^)dsdt. 




p^ etp2 étant déterminés pour chaque molécule (ils doivent être, comme 
précédemment, au moment de son passage à travers l'onde) et étant, par 
conséquent, fonctions des coordonnées ^, '^i, ï de cette molécule à l'instant /^, 

on aura (puisque -- = 0) 

Si nous reportons ces valeurs dans l'intégrale (14), il suffira d'employer 
les relations 

~ dsat ^= X- cos n, -r]), — ds dt ■= -jr- cos (n, ?) 

qui résultent des équations (13), pour mettre celle-ci sous la forme (10), 
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le coefficient de cos (n, î) étant -. (— -^ t-— ) et celui de cos (n, r^), 

__l/4^_i^yOnadonc 



p " A } n ;^^ n Ts^ -V. L 2 VPl P2/ J 



( P2 ^"n Pi ^-n ô^n 



_____ M 1 ^, 



^; Pi ^? ô^L ^ \?i P2>J 



où on devra supposer p^, p^^ p^ et p^ liées parla relation adiabatique dyna- 
mique (13) du n^ !^57. Cette relation permet d'ailleurs de mettre les 
formules précédentes sous la forme 






^ 

ô-/] 



K_ _^ /m ^ log ^2 __ T ^-S-^l 



(m — 1)0 \ ^ ô-r) ^ ô 

R /rp b lOg A'a rn ^JOg_^'l 

"(m — 1)6 r' ~^; ^ '^? 

où Ti, Tg sont les deux températures absolues, pendant que l'on a 

et que R désigne la constante qui figure au second membre dans Véqua- 
tion (5) du n<» iî^5. 



ÎIàdamard 24 
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NOTE IV 



SUR LA RÉFLEXION DANS LE CAS D'UN PISTON FIXE 



Nous avons vu au chapitre IV (n° 180) qu'en cherchant à tenir compte 
à la fois du mouvement préexistant du gaz (ce mouvement étant quelconque) 
et du mouvement du piston, on était conduit à un problème très différent 
de celui qui correspond au cas où le mouvement initial intervient seul et 
d'une difficulté bien plus grande grâce, à cette circonstance que l'on a à 
déterminer une solution de Téquation d'Euler (équation (46) n° 1T5) par 
des données relatives à une ligne inconnue du pian des ^r^. 

Il est cependant un cas particulier qui fait exception et où la question se 
résout sans difficulté, c'est celui où ie piston est immobile (ou plus géné- 
ralement animé d'un mouvement uniforme). 

Alors en effet à l'extrémité du tube (par exemple pour a =: 0) la quantité 

u = —cf~^ sera nulle (ou constante). 

D'autre part, pour u constant et ce seul initialement, on a toujours oo = ut. 

Dans ces conditions_, la quantité ^ définie par la formule (30) du 
n^ 170 sera nulle. 

Nous avons donc à déterminer une solution z' de l'équation d'Euler par 
les conditions suivantes : 

1° z sera nul pour ^ -t- iq it== (ou pour ç -i- 'o égal à une constante 
donnée 2v); 

2"^ Les valeurs de z seront connues sur une certaine ca^^actéristique 
V) =, const., à savoir l'onde suivant laquelle le mouvement cherché se 
raccorde au mouvement initial donné soit 
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SUR LA REFLEXION BANS LE CAS D UN PISTON 371 

Nous avons dit plus haut (chap. Vil) qu'un tel problème est possible et 
déterminé, pourvu que les données précédentes concordent au point du 
plan desÇ/j qui est commun aux deux lignes précédentes, c'est- à-dire lorsque 
l'on donne à r^ la valeur ^^ et à ^ la valeur ^qZ==: 2v — iQq. 

Pour en trouver la solution, traçons la seconde caractéristique ^ = ^q 
qui passe par ce même point et qui n'est autre que la symétrique de la 
première par rapport à la ligne droite A représentée par l'équation ? -f- ï] 
^= 2v, Considérons la solution z de l'équation d'Euler qui prend, pour 
7^ rrr 'q^, les valeurs données et pour ^ =:= ^q, des valeurs égales et de signes 
contraires aux premières. J'entends par là que, au point (?q, iq), z aura une 
valeur égale et de signe contraire à celle qu'il prend au point {2v — "n, ^o) 
symétrique du précédent par rapport à A. 

D'après ce que nous avons vu au n° 1*7!^, en nous donnant ainsi les 
valeurs de z pour ^ = ^q d'une part, pour /) = ^^ de l'autre, nous déter- 
minons une intégrale de l'équation d'Euler. 

Or il est clair que cette intégrale prend des valeurs égales et de signes 
contraires en deux points quelco7iques symétriques l'un de l'autre par 
rapport à A, c'est-à-dire dont les coordonnées ^, vj ; ^' >]' sont liées par les 
relations 

= 2v — ri, 



^^^ ('n' = 2v — l 

La transformation ainsi définie ne change pas, en effet, l'équation aux 
dérivées partielles et change les signes des données initiales. Puisqu'elle 
change de signe lorsqu'on passe d'un côté à l'autre de A, l'inlégrale z est 
nulle sur A : elle représente la solution cherchée : solution que l'on déter- 
minera par la formule (40) du n° ITS. 

Il est aisé de mettre en évidence, dans le calcul auquel nous sommes 
ainsi amenés, le phénomène de la réflexion. Soient, en effet, u\ m' les 
valeurs prises par u et w moyennant les formules (27) du n° 1 TO, lorsqu'on 
donne à Ha valeur ^' et à r^ la valeur 'f/. La transformation (1) que nous 
avons écri'te il y a un instant correspond à 

u' =^ 2v — u, 0)' = oj . 

La nouvelle valeur de z étant z' = — z, les nouvelles valeurs de 

a ^= — , d(i t = — et de CG = o^a -^ lit — z seront 

(2) a' = — a, t' ==t 

(3) o)' = 2vt — a^. 
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372 NOTE W 

Si donc, l'état initial du fluide donné étant supposé correspondre à a > 0, 
nous considérons une masse fluide toute semblable remplissant la région 
a <^ 0, ei que nous imprimions à ce second milieu un mouvement tel que, 
moyennant les relations (2), on ait (3), l'ensemble du fluide réel et du 
fluide fictif formera une seule masse dont le mouvement satisfera à l'équa- 
tion aux dérivées partielles. Ce mouvement, qui se calculera à partir de 
Tétat initial du fluide donné comme il a été expliqué au n° 179, satisfera 
de lui même à la condition ,x = vt pour a =^ 0, de sorte que nous pourrons 
dans ces conditions supprimer le piston. 

Or chaque molécule du fluide fictif est, à un instant quelconque, symé- 
trique de la molécule correspondante du fluide réel par rapport à la cloison. 

Bien entendu, la solution ainsi obtenue peut être sujette à la difficulté 
signalée à la fin du n"* 179 et donner lieu aux singularités considérées 
aux no^ 194 et suivants. 
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